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Zusammenfassung——Potentialverteilungen sind fiir eine Reihe von Anordnungen berechnet und in der
Literatur angegeben. Diese Losungen werden kritisch gesichtet und ihre Gemeinsamkeiten herausgear-
beitet. Die Abtrennung von anwendungsspezifischen Stoffgréssen fiihrt auf den Formfaktor, der allein von
der geometrischen Anordnung abhéngt und fiir alle Vorgénge Giiltigkeit hat, denen skalare Potentialfelder
zugrundeliegen.

Die Berechnung des Wirmestromes bei stationdrer Wirmeleitung stand hier im Vordergrund. Sie ist,
bei Kenntnis des Formfaktors auch fiir komplizierte gecometrische Anordnungen sehr einfach. Da Angaben
uiber Formfaktoren in der Literatur gelegentlich verwirrend und mehrdeutig sind, ist hier auf eine
konsequente FEinteilung entsprechend den auf analytische Losungen zuriickgehenden Fillen der
planparallelen Platte, der koaxialen Rohre und der Kugel geachtet. Die Charakteristika dieser Losungen
sind in jedem angegebenen Formfaktor enthalten.

Eine besonders einfache Moglichkeit der Ermittlung von Formfaktoren fiir Anordnungen von
Einzelkrpern wird gezeigt. Damit und mit der Moglichkeit der Vertauschung von Isothermen und
Adiabaten, sowie der symmetrischen Ergdnzung konnen die hier angegebenen rund 50 Formfaktoren

Grundlage einer Vielzahl von geometrischen Anordnungen sein.

BEZEICHNUNGEN
a,b, Ellipsenhalbachsen;
A, Isothermenabstand, Achsabstand;
A*,  Abstandsfunktion;
¢, halber Ellipsenbrennpunktabstand;
D, Dicke;
E, vollstiandiges elliptisches Integral 2. Gattung;
F, isotherme Flidche quer zum Wéirmestrom;
F*,  Formkoeffizient;
Ff¥,  Formfaktor F*/L;
H, Isothermenhéhe;
k, Modul des elliptischen Integrals;
K, Komodul /(1 —k?);
K, vollstandiges elliptisches Integral 1. Gattung;
K',  vollstiindiges elliptisches Integral 1. Gattung
fiir den Komodul &’;
L, Linge;
D, Potential;
r, R, Radius;
R*  Formwiderstand;
LR*, Formwiderstandsfaktor 1/F};
t, Temperatur;
u,v, Koordinaten;

x, y, z, Koordinaten;
sn,cn, dn, sinus, cosinus, delta amplitudinis [9];
zn,  Jakobische Zetafunktion [9];
9, dimensionslose Ubertemperatur
(t—1)/(t1 —t2);
So(u,7), Thetafunktionen [9, 10];
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A, Wirmeleitfahigkeit ;
¢, Wirmestrom.
Indices

0, Hilfswert;

1,2, isotherme Berandungen;

K, Einzelkugel im unendlich ausgedehnten
Medium;

2K,  zwei gleiche Kugeln im unendlich
ausgedehnten Medium;

L, bezogen auf Linge;

r, bezogen auf Radius.

1. EINLEITUNG

EINE Reihe physikalischer Vorginge lassen sich mit
der Vorstellung skalarer Potentialfelder verbinden.
Vorginge dieser Art sind die der Elektrostatik, der
Elektrodynamik, der Magnetostatik, der reibungsfreien
Fliissigkeitsstromung und der Wirmeleitung in festen
Kérpern. Thren Feldern gemeinsam ist ein skalarer
Wert p, der einer Laplaceschen Differentialgleichung
geniigt, wie das elektrostatische, elektrische, magneto-
statische Potential, das Geschwindigkeitspotential oder
die Temperatur.
*p o%p 0%
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Eine grofe Zahl von Lo&sungen fiir verschiedene
geometrische Gebilde findet sich verstreut in der
Literatur, besonders jener der Mathematik und
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Elektrotechnik. Diese Ldsungen sind stets mit
anwendungsspezifischen StoffgréBen verbunden, so
dafB ihr allgemeingiiltiger, nur noch formabhingiger
Charakter nicht unmittelbar hervortritt. Eine relativ
geringe Zahl sogenannter Formfaktoren oder Leit-
widerstinde, meist aus elektrotechnischen Unter-
suchungen stammend, ist in einigen Werken der
Wirme- und Stoffiibertragung [1-4] angegeben. Es
wird hier versucht, bekannte Ldsungen kritisch zu
sichten und so zu ordnen, daBl Gemeinsamkeiten
erkennbar und ihre Anwendung erleichtert werden. Die
Moglichkeit, in ebenen Feldern Stromlinien und
Aquipotentiallinien zu vertauschen, ohne die Giiltigkeit
von Gl (1) aufzugeben, oder die Addition von
Teilstrémen bei symmetrischen Gebilden, erlauben die
Erweiterung der hier zusammengestellten LGsungen
auf eine Vielzahl von Problemen. Fiir die folgenden
Betrachtungen standen die Vorgéinge der stationdren
Wirmeleitung im Vordergrund, weshalb die Nomen-
klatur dieses Gebietes verwendet wird. Die in den
Tabellen zusammengestellten Ergebnisse sind aber fiir
alle oben angefiihrten physikalischen Vorginge giiltig.

2. FORMKOEFFIZIENT UND FORMFAKTOR,
FORMWIDERSTAND UND
FORMWIDERSTANDSFAKTOR

Nach der Gleichung von Fourier gilt fiir den
stationdren Wirmestrom d¢, der durch ein isothermes
Flachenelement dF tritt,

de = ~,1§f-df @)
on

Dabei kennzeichnet dz/dn den Temperaturgradienten in
Normalenrichtung und 4 die Wirmeleitfdhigkeit des
betrachteten homogenen isotropen Materials. Fiir
einen Korper bekannter Form, durch den von einer
isothermen Berandung mit der Temperatur ¢, zu einer
anderen isothermen Berandung mit der Temperatur
t, ein Wirmestrom hindurchtritt, 1Bt sich eine
dimensionslose Ubertemperatur 9 = (t—t,)/t; —13)
einfithren, und es gilt

¢ = -l —tz)J {09/on)dF . 3
F

In Gleichung (3) sind drei Koeffizienten erkennbar: die
Wirmeleitfahigkeit 4, die vorgegebene Temperatur-
differenz (t, —t,) und das Integral

j‘ (88/0n)dF = F*, 4)

das allein von der Form des Kérpers abhéngt und die
Dimension einer Linge aufweist. Das Integral sei
deshalb Formkoeffizient F* genannt. Man kann sich
diesen Formkoeffizienten als den Quotienten aus ciner
mittleren wirmedurchstrdmten Flidche und der
mittleren Linge der Wirmestromréhren vorstelien,
was fiir erste Abschétzungen niitzlich sein kann. Hingt
das Temperaturfeld in einem Kd&rper nur von zwei
Dimensionen ab, wie bei langen rohrenférmigen oder
prismatischen Korpern, so kann man den Form-
koeffizienten auf die Linge L des Rohres oder des

Prismas beziechen und erhilt den Formfaktor als reine
Zahl

FF=F*L. 5
Ein Formfaktor fiir Probleme der stationdren Wirme-
leitung wurde vermutlich erstmalig von Langmuir und
Mitarbeitern [ 5] eingefiihrt. Der Vorteil besteht darin,
daB alle Schwierigkeiten, die bei der Berechnung von
Wirmestrémen in geometrisch komplizierten Gebilden
auftreten, allein in die Bestimmung dieses Faktors
gelegt werden kdnnen.

Die Potentialverteilung und damit der Formfaktor
konnen analytisch, numerisch oder experimentell
bestimmt werden. Der fiir eine bestimmte geometrische
Anordnung einmal ermittelte Formfaktor ist fiir belie-
bige Temperaturdifferenzen und Materialien giiltig.

Hiufig ist es zweckmifig, mit dem Kehrwert des
Formkoeffizienten zu rechnen, den wir den Form-
widerstand

R* = 1/F* (6)
nennen wollen, Als dimensionsloser Formwiderstands-
faktor ergibt sich

LR* = L/F* = 1/F}
bzw. rR* = r/F* = |/F¥

(Tab. 2, Tab. 3)

(Tab. 3, Tab. 4) @

Der Wirmestrom ¢ zwischen zwei Isothermen mit den
Temperaturen t; und 7, in einem Medium der
Wirmeleitfahigkeit A ist danach

¢ = F* At —15) (8)

oder bei Verwendung des auf die Lange L bezogenen
Formfaktors F} = F*/L

¢ = LFFA(t; —1,). (8a)

3. VERTAUSCHUNG DER RANDBEDINGUNGEN
UND ZUSAMMENGESETZTE TEILSYSTEME
In ebenen Potentialfeldern sind Strom- und
Potentiallinien vertauschbar, so dal} adiabate Beran-
dungen in isotherme und umgekehrt ibergefiihrt
werden konnen.
Der Formfaktor F;” der vertauschten Anordnung
bzw. der Formwiderstandsfaktor LR* mmmt die
GroBe des Kehrwerts der Originalanordnung an:

F; = 1/FF = LR*bzw. LR* = 1/LR* = Ff. (9)

Der Formfaktor der Anordnung nach der Vertauschung
bzw. der zugehdérige Formwiderstandsfaktor haben
den Wert des Formwiderstandsfaktors bzw. des Form-
faktors vor der Vertauschung der Randbedingungen.
Das 4Bt sich anschaulich fiir die planparallele Platte
des Falles 1, Tabelle 1, zeigen, wo sich durch
Vertauschung der Randbedingungen der Formfaktor
F' = A/H = 1/F¥ ergibt.

Die Formfaktoren von Teilsystemen, die durch die
beiden gleichen Isothermen begrenzt sind und die sich
lings Wéirmestromlinien zusammensetzen lassen
(Reihen- oder Parallelschaltung), addieren sich zum
Gesamtformfaktor des zusammengesetzten Systems
nach der Beziehung

(Ft)ges = (FiQ+(FEn+(F)m+ . (10)
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Bei Teilsystemen, die von den gleichen Wirmestrom-
linien begrenzt sind und die sich lings Isothermen
zusammensetzen lassen (Serien-oder Hintereinander-
schaltung), addieren sich die einzelnen Formwider-
standsfaktoren zum Gesamtformwiderstandsfaktor
nach der Beziehung

(LR*)ges - (LRf)l'{'(LRZ)II
F (LR = (1/F)ges
= LAFEh+ VA + L/ (F )+

(11)

4., TEMPERATURABHANGIGE WARMELEITFAHIGKEIT

Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf
Systeme mit temperaturunabhingiger Wirmeleitfahig-
keit A. Durch eine von Kirchhoff [6] angegebene
Transformation lassen sich Losungen von Gl (1) fiir
konstantes A auch fiir den Fall A= A(z), also fiir

temperaturabhéngige Warmeleitfdhigkeit nutzbar
machen.
Durch die Beziehung
A(tyde = A, dh (12

wird eine (noch zu berechnende) konstante Wirmeleit-
fahigkeit A, eingefiihrt, sowie eine zuniichst unbekannte
Hilfsfunktion 4 von der Dimension Temperatur. Durch
Integration von Gl. (12) erhilt man fiir 4; die Bezichung

1 t2
=h2_h1£ A{t)de,

1

A

{13)

Verfiigt man iber die Hilfsfunktion h derart, daB sie an
zwei Stellen mit der wahren Temperatur ¢ {iberein-
stimmen soll, wofiir man zweckmé8ig die Temperatur
der beiden das System begrenzenden Isothermen f,
und t, wahlt, (die zugleich die héchste und die
niedrigste Temperatur des Systems bedeuten), so ergibt
sich fiir 4; der integrale Mittelwert von A(¢), nimlich

f tzi(t) dr.

(31

‘ik:

Pary 14
Unter Verwendung dieses Wertes von 4, bleiben alle
Konsequenzen aus der Laplace-Gleichung (1), also
auch das Konzept des Formfaktors F¥ und des
Formwiderstandsfaktors LR* bei temperatur-
abhingiger Wirmeleitfihigkeit A(1) streng giiltig.

Bei Stoffen mit stark temperaturabhingiger
Wirmeleitfdhigkeit A(r), die zugleich in weiten
Temperaturbereichen angewendet werden, (z. B.
Kernbrennstoffen), kann es zweckmiBig sein, statt A(t)
die integrale Wirmeleitfahigkeit

12
A= J A(tyde
t

1

15)

zu tabellieren (SI-Einheit von A ist W/m).
Der Wirmestrom ¢ fiir eine bestimmte Anordnung
mit dem Formkoeffizient F* wird dann einfach

P=A,F*
Hingt die Wirmeleitfihigkeit A (in hinreichender

Niherung) linear von der Temperatur ab, etwa nach
der Bezichung

(16}

At) = Ao (1+Bt) (an

so wird

A = Ag[ 1+ B(t, +12)/2]. (18)

Das bedeutet, daB man in diesem Fall mit der
Wirmeleitfihigkeit bei der arithmetischen Mittel-
temperatur (¢, +1,)/2 rechnen kann.

5. EINTEILUNG DER FORMFAKTOREN

Im Folgenden werden Formfaktoren betrachtet, die
sich aus einer beliebigen Anordnung von zwei
Isothermen unterschiedlicher Temperatur ergeben. Bei
drei Isothermenstiicken sollen sich stets zwei auf
gleicher Temperatur befinden.

Ausgehend von den drei einfachen, allgemein
bekannten Formfaktoren

(a) dem der ebenen Platte F¥ = H/4
(b) dem der koaxialen Kreisrohre Ff = 2n/In(r,/ry)
(c) dem der konzentrischen Kugelschalen

F,";=4n/(r-2—1>
1

werden drei Familien von Formfaktoren unter-
schieden:

{aa) Platten und Binder
{bb} Rohre und Drihte
(cc) Einzelkdrper.

Durch Aneinanderreihen von zylindrischen Quellen
ergeben sich wirmeabgebende Platten und Bénder.
Den Fillen “Rohre und Drihte” liegen einzelne
zylindrische Warmequellen zugrunde; diese Anord-
nungen sind durch die Konstante 2n gekennzeichnet.
Die Fille der EinzelkGrper gehen auf kugelférmige
Wirmequellen zuriick, mit 4n als kennzeichnender
Zahl.

Eine eindeutige Zuordnung ist nicht mdglich fiir
Kombinationen aus den oben angefiihrten Familien,
wie zylindrischen Rohren in Quadern, die im Quer-
schnitt das Bild eines Kreises in einem Rechteck liefern,
oder fiir kurze Rohrstiicke, die zwischen dem zwei-
dimensionalen Fall des unendlich langen Rohres und
dem dreidimensionalen Fall der Kugel liegen. Fiir
solche Anordnungen wird die Zuordnung nach
Charakteristiken des Formfaktors getroffen, wobei die
Zahl 2z die Herleitung aus zylindrischen Quellen und
4n aus Kugelquellen anzeigen soll. Um diesen
Ursprung auch noch im resultierenden Formfaktor
erkennen zu lassen, wurden die Zahlen 2z und 4n im
Quotienten nicht gekiirzt.

6. ZYLINDERQUELLEN
6.1. Platten und Bdnder (Tabelle 1)

In der langen planparallelen Platte ist das
Temperaturfeld nur von einer Koordinate abhéngig,
und der Formfaktor 148t sich unmittelbar aus Gl (4)
errechnen:

F¥ = F¥/L = H/4 (19)

Dabei ist L die sehr groBe Plattenlinge, H die
Isothermenhéhe und 4 der Isothermenabstand. Diese
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Tabelle 1 Platten und Bander
geometr Form Formfoktor|  Bemerkungen Naherung Literatur
1 e
Planparallele Platte
£ ! H lsothermenhohe A~/ £¥Hin avs Gl {4)
Isothermenabstand 4
g Lange L= 4
B
4]
z K K vallstondiges elliptisces fir AlH <1
% R Iwei nebeneinander Integrd 1 Gottung . (81
liegende Bander s Al (2o sz—n In (4 (1s2//4)) myn2
A Bandbreite A L = Al(2H:4) for Al 1
Abstond 4
&2 IR LansgsnL»A & Modul des elliptischen /__:z n
Integrals n[k(2+4/A)
21
# H Lwet nebeneinander o Fall2
liegende Bander . wie Fall 2, ober jeweils
A im halbunendlichen FZ‘:%-% « wie Fall 2 halber Wert fur £,*
#, o Raum K K vollstandiges
elliptisches Integral
1 Gatftung
22
Band senkrecht unter . K _ wie Fall 2, ober Jewells
Erdoberfldche Fi=lg | * wie fall2 doppelter Wert fur £,
Band fluchtend .
zwischen unendlich | % _, & ) wie Fall 2, aber jeweils das
breiten Platten im =l « wie Falt 2 Doppelte des dartigen Kehr
halbunendlichen werts
Raum
Ao fiir 4://1«1 9]
Band quer zwischen AL inmeiHa)
;’i{ﬁ/ﬁ 2wei unendlich FrLE | k=irvtvam’ n ) (1
72 - © breiten fluchtenden s fir Aft>1
th Platten . I
g Al ———
n VIB(1+47H) 1
4
& aus fur #ia> 1 (9)
4 Iwei paratlele . K 2o, k)= 2 Fr=H14
# | Platten im aus- Fi= pa KA fir Hla<<1
I /2 gedehnten Medium zn Jokobische Zeta-
tunktion ¥ Z—W |
1
(b a/m)t i
|
fortgesetzt S. 755
Bezeichnungen wurden—wo immer mdglich—in Die Transformationsgleichung
Tabelle 1 beibehalten. Die dort dargestellten

isothermen Bander haben gegeniiber anderen Ab-
messungen vernachldssigbare Dicke, aber stets sehr
grofle Lange L senkrecht zur Darstellungsebene. Diese
Bandanordnungen lassen sich durch konforme
Abbildung mit Hilfe der Transformation nach Schwarz-
Christoffel auf planparallele Plattenanordnungen wie
im Fall 1, Tabelle 1, zuriickfiihren. Aus dieser trans-
formierten Anordnung ist ihr Formfaktor unmittelbar
nach Gl. (19) abzulesen.

Fiir zwei an einer widrmedichten Wand nebenein-
ander liegende, lange Bénder (Fall 2.1, Tabelle 1) sei
das Vorgehen an Hand von Bild 1 gezeigt: Die
Originalanordnung nach Bild 1(a) wird in die Grund-
anordnung nach Bild 1(b) tibergefiihrt.

z=C Jml dw
- uy \/[(W_Wl)(W*Wz)(W-—W3)(W—w4)]

bildet die obere w-Halbebene (Bild 1b) in ein Rechteck
der z-Ebene (Bild 1c) ab. Mit der Zuordnung der

(20)

Punkte w,—> —1/k, w,—> -1, wy—1, wys—1/k
erhalt man aus GI. (20)
“2 dw
= 21
: J Ji—wha—kwy) Y

das elliptische Integral 1. Gattung mit dem Modul &,
der mit den geometrischen Gr&Ben aus Bild 1(a)
gegeben ist durch

k=A/A+2H) (22)
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Fortsetzung Tabelle 1

5 ' tir AlH=1 9
-4 Band quer zwischen 18y 8
g g H =5 N
;ZHJ 2wei nendlich breiten | 7= &»% k=cos ( 7) fm T 3-mia
72 parallelen Platten fur A/p >=1
7, /. F*~ m
! ¢ in (BA/mH)
6 ' 0 fur A/H =<1 (9]
o2 A= ¢
Band parsllel . 1 #H
W zwdsct?en el unend- | £5= 655 | &= Veosh (%—;’) Flm ?5,; {in2 *T;A ) 2
t tich ausgedehnten K fir A/m> 1
P Platten
g x, LT
L™ g A
1
L k=en [K.,.%./fo] (9]
Band in einem %, &
1A% |24 Rechieckkirper Foebs | Ko
K
Ko . H
K A
L2 4-ami
8
fir H#1p =1 )
) } , Fr 18y, 308
Band im guoadra- % _ 41 L= {0
2 oM U 3t LK k=on {1850, =) in o 1-4lH
"ZE i tischen Korper Fr=bs ( H N2 fir #in 1
b2t ¥ I
I (206 -H1A)
’ fir Rtp =1 (9]
Band in kreiszylin- x_ 16 4
drischem Ruhry Frp | k= 1“(”/9]2 Fom o N Tohrm m
K 1+ lniRl fir Rfp> 1 (12
*_ n
R NP
0 VYNV *
k= — &
N dn (£ 45, 4] w1
1 . * 5 K
: ZIH berippte Platte FL'Z'F K, QS :_: :%
,
ko=V1-43)
e A
0
i
3
J I geschlitte Plotte | FY= |k wie Fall 10
24
Die Integration von Gl (21) von u; =0 bis u, = 1
(entsprechend der Strecke 0 bis w,) liefert das
4 /’;\H “vollstindige elliptische Integral 1, Gattung”, das als
i f ] K(k}=K in Bild 2 oder in ausfiihrlichen Tabellen
Zok 1t g a b ak [7,8] angegeben ist. Der Wert von K entspricht der
(a) Streckenlédnge 0 bis z; des Rechteckes.
Vi weEbene A s Evene Integriert man GL (21) von u; =1 bis u, = 1/k
W —m Z Lo ZQT {Strecke w; bis wy), so erhiilt man das volistindige
vl « elliptische Integral 1. Gattung fiir den Komodul k', das
{ als K(k')= K'(K)= K’ ebenfalls in Bild 2 wieder-
e Z X gegeben ist. Damit ergibt sich die Rechtecklinge z3z4

(b) (c)

BiLp 1. Transformation einer Bandanordnung in eine
Plattenanordnung.

Die Punkte w, bis w, werden in die Eckpunkte z,
bis z, des Rechteckes abgebildet.

gleich dem Wert von K'. Zwischen dem Modul k und
dem Komodul &' besteht der Zusammenhang

kK+k? =1, (23)

Aus dem Rechteck z;z,z5z, von Bild 1(c) mit dem
Isothermenabstand A4 =z,23 =2K und der Iso-
thermenhdhe H = z,z, = z3z, = K’ liest man nach
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Gl.(19)den Formfaktor fiir zwei an einer wirmedichten
Wand nebeneinanderliegende Bénder ab zu

Ff =K]K. (24)

Der Formfaktor fiir zwei im unendlich ausgedehnten
Medium nebeneinanderliegende Bander (Fall 2, Tab. 1)
148t sich sofort als das Doppelte des Wertes von Gl. (24)
angeben, denn die Binder geben dabei nach beiden
Seiten Wérme ab.

Die in Fall 2.2, Tab. 1 dargestellte Bandanordnung
senkrecht unter einer isothermen Erdoberfliche kann
aus Fall 2 hergeleitet werden: Zwischen den Béndern
im Abstand A4/2 muB eine waagerechte Isotherme
verlaufen. Wird sie als isotherme Erdoberfliche
betrachtet, so halbieren sich die Lidngen sdmtlicher
Wirmestromlinien geniiber dem Fall 2, wodurch der
Formfaktor den doppelten Wert annimmt.

Die in Bild 1(b) getroffene Isothermenzuordnung
kann so variiert werden, dafB sich eine Isotherme von
w, bis w; erstreckt, wihrend die zwei anderen
Isothermen gleicher Temperatur von w, bis w,,, bzw.
wy bis —w,, (in unendliche Entfernung) verlaufen. Im
Rechteck Bild 1(c) werden dann die Strecken z,z, und
z3 24 adiabate Grenzen darstellen. Damit ergibt sich die
in Kapitel 3 besprochene Vertauschung von Iso-
thermen und Adiabaten. Der Formfaktor im Fall 2.3,
Tab. 1, nimmt den Reziprokwert des Faktors im Fall
2.1 an. Soweit die Formfaktoren nicht durch Uber-
legungen der vorgenannten Art gewonnen wurden, sind
in den Tabellen Literaturhinweise angegeben.

6.1.1. Bestimmung des Moduls k aus elliptischen
Funktionen. Fir einige Anordnungen der Tabelle 1
1dBt sich der Modul k nicht unmittelbar aus
GréBenverhiltnissen bestimmen, Im Folgenden ist das
Vorgehen fiir solche Fille skizziert. Aus Gl (21) ergibt
sich mit w = siny die Legendresche Normalform des
elliptischen Integrals 1. Gattung in der in Tabellen
{iblichen Schreibweise

o [ dy
Fik. @)= L J—k? sin? g)

wobei die obere Grenze, der Winkel ¢, als Amplitude
von F bezeichnet wird.

Der Sinusdieser Amplitude wird “Sinus amplitudinis”
genannt und mit sn abgektirzt.

(25)

sin ¢ = sn(F, k) (26)
Es gelten die Bezichungen
sn*(F, k) +cn?(F. k)= 1
{cn = Cosinus amplitudinis) (27)
k2 sn?(F, k)+dn?(F, k) = 1
(dn = Delta amplitudinis} (28)

Als Beispiel sei der Weg zur Bestimmung des Moduls

d
k = kp/dn [Z K5, k’o]
der berippten Plattenanordnung, Fall 10, Tab. 1,

skizziert. Der Index o kennzeichnet jeweils Hilfswerte
fiir die Rechnung.

(29)

0 0.8 Q.8 0,7 0.6 0.5
’ f I —~— 12 T [ ( k?) 1
KK
/K
(k7K
0.8/ p" 1708
KiK'
17K
[oX 2 o 1/0,6
(k')
Vi d (K')
o 1/04
0,21~ ‘ 02
(K/K
(K"}
(K}
{ /(2"’1 (k'z)"'i
¢ ot 0,2 .3 0.4 0,5

BiLp 2. Vollstdndige elliptische Integrale 1. Gattung K und
K' abhingig vom Modul k und k' (Eingeklammerte
Bezeichnungen fiir H/A > 1, rechts abzulesen.) [9]

Fiir gegebenes H/A = Ky/Kp sind aus Bild 2 die
Werte des vollstindigen elliptischen Integrals 1.
Gattung K, und K; sowie die Moduln k, und k;
abzulesen.

(Fiir H/A > 1 treffen die jeweils rechts angegebenen
eingeklammerten Bezeichnungen zu).

Mit {d/A)K§ = F(k, ) erhidlt man nach Gl (25) die
Amplitude ¢ aus Tabellenwerken [7-10], wobei
ky = sin ¢ gesetzt ist.

Mit G1. (26) und (28) folgt schlieBlich fiir Gl. (29}

ko
L=k sin? g}
Dieser Modul &k dient zur Bestimmung der voll-
stindigen Integrale 1. Gattung K bzw. K’ {nach Bild 2),

womit sich schlieBlich der Wert des in Fall 10, Tab. 1,
angegebenen Formfaktors

k = (29a)

K
Fr=2-
L

’

ermitteln 1aBt.

Fiir das schlecht ablesbare Gebiet des steilen
Anstiegs der K/K'-Kurve gelten folgende Néherungs-
gleichungen [7]

s k3 4 4 k?

In Fall 4, Tab. 1, ergibt sich [9] zur Bestimmung
des Moduls die transzendente Gleichung

i _ T n
H  2Kzn{u, k) 2KE(k,W)—2EF(k, )

[t E®y
mltd/—arcsm[k\/(l K(k)ﬂ 31

wobei E das vollstindige elliptische Integral 2. Gattung
darstellt und zn die Jakobische Zetafunktion [9].

Fiir extreme Verhiltnisse von Isothermenhéhe und
-abstand sind Niherungsbeziehungen fiir den Form-
faktor in Tabelle 1 angegeben.

(30)
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Tabelle 2. Zylind. Anordnungen, Rohre und Drahte

Formwiderstands ~ {[ite-
geometr. Form Formfaktor Bemerkungen takior Lite-
1
t 112
4 .
h ‘,;‘;‘;‘ﬁ‘;“e Fls m%::‘,,\} aus GL{L) Lﬁ*zg;g—“»m(ﬁ/ﬁ) 06}
ry £
2
m
. In Anlpaf Rt L i
exzentrische L-crcosh(-'?”lt‘orcosh{@} m= GG LR zn{arcosd Al (12}
14
Rohre 1 - —orcosh("ﬁ?] {141
arcosh {2}z In(Z+ | 2)-1) mz=%[1-(%)*(%)] £
mj
; ; At
égse‘eﬂgjehrg:tgg £* m bl T ;—K{Grcosh(%“) 114
Y ST T
oy “arcoshiZwarcosh(Z2) reoshi™]
m=g-Ghan TR
\ hoh A’-R’=;—n[20rcosh("/2r3] (5]
ZwWel rohfe
von gleichem FE S L. T A g}
Radivs 2 arcosh{4/2r) w
. 2040
2nis g
m
fir Alr=10
N * RPNy nm
zwei Drahte £z 2-inlatr) Abweichung < 1% LR m Zinléyr)
33
m)
Rohr im e In A" Jelorcosn Al | pyy)
Erdboden *” arcosh [472r) Lo {191
=7 R 1201
n Drahte auf LAE IR )
einem Teitkreis % n fir re<r .
konzentrisch zum | 2% InlRIr)- L inlori, ) . =L R jrqun-R" "L
Hiltrohr m r=1
tR*2 L nln)
fortgesetzt s. 758
6.2, Zylindrische Anordnungen (Tabelle 2) 4
Wie fiir die ebene planparallele Platte 148t sich auch o s i
fiir die koaxiale Anordnung kreiszylindrischer Rohre AN A . . 1
der Formfaktor direkt aus Gl. (4) errechnen. - i
Neben der in Abschnitt 6.1 angegebenen Méglichkeit M, 7 RO \R 10 Im
der analytischen Bestimmung des Formfaktors mit ™ | |
Hilfe der konformen Abbildung sollen hier zwei weitere 2| Y \..___1
Verfahren skizziert werden. ;
Da die Laplace-Gleichung im Potentialterm linear m_tm
ist, kann man die Potentialverteilung durch Uber- A
lagerung der Einzelpotentiale erhalten. Fiir zwei nach BiLp 3. Anordnung zweier Kreisrohre mit
Bild 3 im Abstand A voneinander entfernte Rohre isothermen Mantelflichen.

unterschiedlicher Temperatur gilt:
Aus dem Zusammenwirken der Zylinderquelle Q
und der dem Betrag nach gleich grofien Zylindersenke $o=—ds=9¢/L=1¢,

S mit den Ergiebigkeiten

HMT Vol. 18, No. 6D
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Fortsetzung Tabelle 2
5
Vorgussetzyng m
konfokale * n o ot L g @ty |19
“ Ellipsenrohre F R loreen TTore o] frra=c ST | )
¢ =flol- 6%
51
1o [m
Band in
25| konfokalem gt .....2_"5_7_] ¢ =fot-th Lf?":{— Infoeatid | 119
Ellipsenrohr inflo ) /e n (19]
lc
° |
- ? Ae)Thetatunktion 19)
;
2l Draht auBermittig I mit Parometer | p% 1 [{nﬁ_zF_A_[_Z_[J
o ‘Jf{ in ebenem s sy o n 3;(0) o
~i4 Plattenstiick =5 =) Y ey
fiir r =<0, H
1 oA
£t 2n el 17" o™ ()
Draht in ¢ lncofl%é’.[n:@“ ln(“D)}
unendticher
Platte 7
AL A=0 Wl ime | pgg)
an In boiTer racl AL
K_1p
PRR 1. N Bk~ m“"‘;’;’;r’ 19]
Drohtinebenem |~ In(/A&7 nl20lr) ¥ =14l In (2277 115}
Plattenstiick oder , . oger 2]
*_ __“ZT[_ r<{,H LR® = Py sl
R U T
e ATy b
Loch in ebenem w1 o . I «
Plattenstiick Fr '2?:[27#[ an} reo.H LR
7T =
ot a2
‘ﬁ: Drahte unterschied- :
' 4| licher Temperatur | _«_ n ;d D LRYPf 2 5]
in unendlicher fTama oy,
é\} Platte H s .
P2 Tz
Ltz},:/ﬁ.i T

ergeben sich an den Stellen P, und P, die Temperaturen
t;und t, zu

_ ?_f:_ln Rex/Rina bzw. 85 = _Siég InR32/Ry12
A 2n A 2n

Die in der Regel gegebenen geometrischen Gréflen—
Rohrhalbmesser r,, r, und Achsenabstand 4—lassen
sich in den Mittelpunktabstinden m zusammenfassen:

my = A[1+(r /AP —{r2/ 4V ]2

my = A[1=(r(/4AP +(r2/A)*]/2
Unter Berticksichtigung des Zusammenhanges zwi-

schen logarithmischer Funktion und Areafunktion
ergibt sich fiir die Rohroberflichentemperaturen

1

(32)

(33)

¢y arcoshm, /ry
i N FE

¢y arcoshm,/ry
2 ’

A 2n

; (34)

2= =

fortgesetzt s. 759

Der auf die Ldngeneinheit bezogene Formfaktor folgt
unmittelbar aus Gl. (34)

¢ 1

2n
rL = F¥
A—t) F

-~ arcosh (m,/r,)+arcosh (m,/r,)

(35)

Als Spezialfall dieses Formfaktors 14t sich mit
ry=r, =r der Fall 3.1, Tab. 2, herleiten. Mit der
Annahme A/r > 1 erhélt man die Ndherung Fall 3.2.

Der Formfaktor eines im Erdreich verlegten Rohres,
Fall 3.3, Tab. 2, ergibt sich aus dem Fall 3.1 mit der
Uberlegung, daB bei halbierter Stromlinienlidnge der
Formfaktor doppelte GrofBe erreichen muB, da die
{ibertragene Wiirmemenge verdoppelt wird.

Die besprochenen Fille lassen sich auch mit Hilfe
der konformen Abbildung l6sen [ 14]; der Fall 3.3 auch
nach dem Prinzip der fiktiven Quellen und Senken.
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Fortsetzung Tabelle 2
12)
Draht in 15
halbunendlicher | 7% = ir T L/?*:%P;‘J* (%)
Platte b L (9]
8 #
A
’iﬁ‘. QZ F:=__sn2(;«r-tnT rat, (D-Af7) (220]
v o | Draht in Platte I ot kAT LR 2t
K _H
l dn (kA120Y+ In47r K°D
b 2 o =t
9
A Drhte 2]
Q, . abwechselnd von n 1 W0 [15)
h $|_ unterschiedlicher | 7= T recD L/«?".2 n ==
Temperatur mr
20 20
04y ) o
N . Ft 13 r 0 I 191
X‘f; 1 E\riut{;tg iguﬁt-.‘r B m sn(z)xdza/z:; —ol 21z e [ Ins 47|
7 o Rechteckprisma enizezvzoln t2kziizo % aus w_O N (KB 12DIN(2KZ120,
n L — 7| 2
—~ % N Kr
101
7 (91.Mm
1 2r .
"y Oraht in der . I s 0783 vl (042 ] fe1, 117}
Achse eines Fr— ) 1rE— [nE ¢
||| Reslecorsmos | il A S TR (21
300 | 60003
4,00 1,6:10°5
e 2D —emt Y 0
r < 010
" o C1h(l,tzl) Eck
nﬂAnzu EFC.IC en [9],[“]
Oraht im i | 9% 16L{m)
Mittelpunkt eines | 7% — 2% 5 41606 4 g1
gleichseitigen tnlRln -0 8 Saoer g turn,';=3 (21
Polygons 8 00570
9 00442 r<R
0 ae3se firn=co
4
" | S ) N V) )
Konzentrische 7093 In (H/0) - 0,0502 ’
0 Quadrate )
ot HID <
et P2 5785 n (HiD) '

Eine Aufteilung des Innenrohres, Fall 4, Tab. 2, in
EinzelrShrchen fiihrt zu einer VergréBerung des Form-
faktors gegeniiber dem mit koaxialem Innenrohr.

Als zweites analytisches Verfahren soll die Ermitt-
lung des Formfaktors von Rohren elliptischen Quer-
schnittes anhand der Darstellungsméglichkeit durch
komplexe Potentiale beschriecben werden: In analy-
tischen, komplexen Funktionen erfiillt sowohl der
Realteil als auch der Imaginirteil die Laplace-
Gleichung und stellt damit eine Losung der Potential-
gleichung dar. Die den Real- und Imaginirteil
représentierenden Kurven sind orthogonal und kénnen
als Stromlinien und Isothermen aufgefalBt werden.

Von der komplexen Funktion mit der HilfsgroBe s
(36)

Z'—‘CS]HI—:x-}-ly
§

ausgehend, erhdlt man mit w=u+iv bei Beriick-
sichtigung des Zusammenhanges von trigonometri-
schen und Hyperbelfunktionen
2 2
x
2 7.t -y 7. =1
¢* cosh?u/s ~ ¢*sinh* u/s

(37

Gl. (37) liefert fiir u = const. Ellipsen mit den
Halbachsen

a=ccoshufs; b= csinhu/s (38)
und dem halben Brennpunktabstand
¢ = J(a*—b?). (39)

Mit der Temperaturzuordnung u = ¢ erhilt man die
Temperaturen ¢, der Ellipse 1 mit den Halbachsen a,,
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b, und t, der konfokalen (¢ = const.) Ellipse 2 aus
Gl (38)

b b
t; =sarsinth——' — ¢, = sarsinh — >,
‘ Ja@—5 T e ey
Damit und aus der Uberlegung, da8 fiir a = b der Fall
konzentrischer Kreisrohre auftritt, woflir ¢, = 2nds,
ergibt sich der Formfaktor Fall 5, Tab. 2, zu

fd_)i 1 Fr o 2n
2t—t;) " In[(ag+bo)ay +by)]

Fiir b; = 0 ergibt sich unmittelbar der Spezialfall 5.1,
Tab. 2, eines Bandes der Breite 2¢ =24, in einer
konfokalen Ellipse.

Eine besondere Familic von Anordnungen stellen
isotherme Zylinder bzw. Drihte zwischen isothermen
oder adiabaten Platten dar. Auf Grund von Symmetrie-
betrachtungen konnen sie als Grundbestandteil
beliebig vieler nebeneinander angeordneter Zylinder
bzw. Drihte angesehen werden. (Fall 6, Tab. 2).

Da der Halbmesser der Zylinder gegentiber anderen
geometrischen Gréflen stets klein sein soll, ist die
Vorstellung von Drahten als anschaulich gewdhlt.
Soiche Anordnungen werden von sogenannten mero-
morphen periodischen Funktionen von der Art

(40)

(41)

-

= —~Clnsi e
e n sin ——
w Sn2

wiedergegeben. Sie sind in periodischen Intervallen,
die jeweils mit den Drahtmittelpunkten zusammen-
fallen, nicht analytisch. In unmittelbarer Nihe des
Drahtes geben die Funktionen den Feldlinienveriauf
wie um Zylinderquellen wieder; in groBer Entfernung
vom Draht wird der Verlauf wie bei einem ebenen
Parallelfeld dargestellt. Damit wird die Isotherme der
Drahtoberfliche, z. B. Fall 6.2, Tab. 2, von der Art der
Zylinderisothermen t, ~ Inly/l, sein, (I;,{, bedeuten
zwei charakteristische Léngen), wihrend die Iso-
thermen der Plattenoberfliche mit 1p ~ {3/l durch
das einfache Verhiltnis charakteristischer Lingen
wiedergegeben werden. Somit erhdlt man Form-
faktoren von der Art

¥ =2n/nD/2H +1In2H/27r)

(42

43)

welche getrennt eine Platten- und Zylindercharak-
teristik erkennen lassen. Im Formwiderstand ist dies
durch Aufteilung in einen Plattenformwiderstand P*
und einen Zylinderformwiderstand Z* verdeutlicht,
Fall 6.2; 6.3; 7; 7.1; 8, Tab. 2. Den Fillen 6 bis 10,
Tab. 2, liegen Funktionen wie Gl. (42) zugrunde. Die
unterschiedliche Darstellung des Formfaktors ergibt
sich als Folge unterschiedlicher Ldsungsmethoden,
entweder durch Rationalmachen der jeweiligen Potenz-
funktion [ 15] oder mit Hilfe von Thetafunktionen [9].
Werte fiir die Thetafunktionen kdnnen Tabellen [7]
entnommen oder aus den Definitionsbeziehungen
[9, 10] errechnet werden:

Jo(t1) = 142 ¥ (—1)"a" cos(2mnu)

n=1

9, =2Y (—1)g"* V> sin(2n+ Lymu
n=0

Sy(u =23 g"*" 1P cos(n+1)nu
H=0

S3(u,7) =1+ 3 g cos(2mnu).
n=1

Dabei ist g = e, Der Vergleich mit Fall 6, Tab. 2,
zeigt: t ist als rein imagindr vorgegeben, so daf} der
Parameter g reell, positiv und stets kleiner als eins wird.
Es ist fiir die Gleichungen (44) zu beachten, dal fiir
do(t,7) und 93(u,7) die untere Grenze n =1 ist.
AuBerdem gilt folgender Zusammenhang fiir den Fall,

Variable u == 0 mit vorgegebenem 1

1(0) = 310, 1) = n3:(0, 1)33(0, 1)3,(0, 1) (45)

Dabei bedeutet 3(0) den Wert Ableitung der Theta-
funktion nach u an der Stelle u = 0.

Die Formfaktoren der Anordnungen Fall 10.1 und

11, Tab. 2, flir einen beheizten Draht in einem

Rechteckprisma bzw. in einem n-seitigen Polygon
lassen sich [16] aus der Funktion

(44)

w=2Inz+ Y Aplr,r)yrei
ji=0
erhalten, mit n als der Zahl der Polygonseiten und &
als dem Unlaufwinkel.

Entlang der duBeren Berandung folgt das Tempera-
turfeld praktisch ausschlieBlich dem Reihenterm; in
unmittelbarer Umgebung des Drahtes folgt es dem
logarithmischen Term der Gl (46). Zur Berechnung
des Formfaktors gentigt die Berticksichtigung des
ersten Koeffizienten A, der Reihe.

Der auf unterschiedliche Weise ermittelte Form-
faktor des Falles 10.1, Tab. 2, fiir H/D = 1 unter-
scheidet sich in den verschiedenen Literaturquellen nur
in der Schreibweise. Es besteht Ubereinstimmung mit
dem fiir Fall 11, Tab. 2, flir n = 4 angegebenen Wert.
Fir den Extremwert H/D — oo stimmen die Form-
faktoren Fall 10.1 und 6.1, Tab. 2, ebenfalls tiberein.
Die Formfaktoren fiir Rohranordnungen in Form
konzentrischer Quadrate, Fall 12, Tab. 2, wurden
experimentell an elektrisch leitendem Papier ermittelt

[17].

(46)

7. KUGELQUELLEN

7.1. Einzelkdrper im unendlich ausgedehnten Medium
(Tabelle 3)

Der einfache, durch Gl. (4) streng 18sbare Fall trifft
hier fiir Kugelschalen zu. Der von einer Kugelquelle
ausgehende Wirmestrom pflanzt sich radial nach allen
Richtungen fort. Die Isothermen stellen konzentrische
Kugelschalen dar, und der Formkoeffizient wird

F* = 4af(ljri—1/r;). @7

Eine Kugelschale mit unendlich groBBem Radius kann
ebenfalls als Wirmesenke angesehen werden, Damit
ergibt sich fiir eine Einzelkugel im unendlich aus-
gedehnten Medium der Formkoeffizient

F* = 4nr. (48)

Bezieht man den Formkoeffizient F* auf den Radius
der Wirmequelle r, so ergibt sich der Formfaktor fiir
die Einzelkugel

F*=4n. {48a)
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Tabelle 3. Einzelne Korper im unendlich ausgedehnten Medium
Formwiderstands - | ite -
geometr. Form Formfaktor Bemerkungen faktor ratur
1
. * . ) 1 *
4 F = s (Formkoeffizient)| bezogen auf den | =, =R" = —— =4
d?\, Einzetkugel - ’ Kugfﬂrcdius F* R BT
| e Jem L i
1, £ A
fo-em
11
+
/:L\;< : konzentrische Frebniinin-1 be_z_%gen auf d?n P {2 -1 08l
PL Kugeln n ?‘;%iggen Kogel- | 27215 17
£
2
S \_T b £ die - rtanh\ﬂ-azlbﬂ
Y g.ercl.f?ge.:‘:a‘?;ac.*:se bR'ME &gy | D8
B N R e
| ‘l ortann V1 - t;\ezl%gen auf den .:p*;_ﬂ_[or,anh c/b)
alben n
20—,d Brennpunktabstand
21
1 c= ¥ 021 - a%
% ]
e+ zb}% konfokale gestreckte| ¢, o 1 V6503 CP‘R["”"”M“’* 0g
l J Ellipsoide artanhc/1~artanhc /by bezogen auf den _artanh c/bz]
< gemeinsamen,
o= | hatben
: Brennpunktabstan
22
2 =0) w1 [l | 08
¢S w0 d] | g
¢ htstiick Fr AL i L
A Drantsty LR bezogen auf die 2R uy
halbe Drahtldnge
2r
23
. £ s (28]
Bandstick G a 0 N S 14
2 der Breite 2a n 5 ﬁsm s in [ln a ]
‘ l aus 22 mit r=a/2
1 *
ZuzrR
= A}
krets.- bolr et
Iylinderstumpf scheibe 825 1]?;
05 1045
0 0p38
20 0666
W 0452
fortgesetzt s. 762
In Tabelle 3 ist der Formfaktor jeweils auf die gr6Bte  seiner isothermen Oberfléiche aus
Korperabmessung bezogen, auBer im Fall konfokaler { ¢ ds
Ellipsen, wo der gemeinsame halbe Brennpunktabstand [ = y J 3o (49)
c als charakteristisch angesehen wurde. Die Bezugs- 7 Jac2e 1

groBe ist wieder als Index angegeben. Zur Unter-
scheidung der Formwiderstandsfaktoren von Einzel-
kugel, -zylinder (Drahtstiick), -scheibe und Einzel-
kreisring sind noch die Indices K, Z, $ und R eingefiihrt.
Im Folgenden sind Formkoeffizienten angegeben, um
zu zeigen, daB3 die BezugsgroBen in Tabellen 3 und 4
austauschbar sind.

Reiht man eine Anzahl von Kugelquellen nebenein-
ander, so ergibt sich eine kurze Zylinderquelle mit
umgebenden Isothermen in Form von Ellipsoiden. Fiir
ein gestrecktes Ellipsoid erhdlt man die Temperatur

wobei 2c die Linge der Zylinderquelle (gleich Brenn-
punktabstand) darstellt, ds ein Element der Zylinder-
quelle und r den Abstand von diesem Element zur
Oberfliche des Ellipsoids wiedergibt.

Fir konstante Wirmestromdichte und mit den
Ellipsoidabmessungen b fiir die groBe Halbachse und a
fiir die kleine und mit ¢ = ,/(b?>—a? ergibt sich die
Oberflichentemperatur zu

¢ 1 b+ /(b*—d?)

iAo —d) (50)
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Fortsetzung Tabelle 3

'l .
3 bezogeg auf S0 Ochn—Z-JQ.DZ/OW
. die grafere e e
T | gedricktes . % | Molbachse R
2’" Ellipsoid = ﬁ;vﬁf,; gg\mggn auf den
! 1 c
L'-Za—-i Erfqr;gzlinslobstund oRz - [Grcfanz}
3t
(1
diinne x 1 ¥ [15]
ll Kreisscheibe fr= W’;’: 8 6—~1 ot
20=2r
‘ nu
e (1s]
TN reisring N ! < L
DD | o iy tor20 | [ERLA o
—2r
41
12 N .
i n
TN Flachring £z "
; der Breite 20 In6re ria> 10 rﬁ:zjﬁ[%s’[a}
pi— aus kmitp=a/2

Daraus erhilt man den Formkoeflizienten des Ellipsoids
gegen die unendlich weit entfernte isotherme Um-
hiillung zu

¢

By Gkl
it

artanh /(1 —a?/b%)’ 6D

Fiir konfokale gestreckte Ellipsoide lassen sich die
jeweiligen Oberflichentemperaturen nach GL (50)
bestimmen, und aus der Temperaturdifferenz wird der
Formfaktor, Fall 2.1, Tab. 3, erhalten. Er ergibt sich
auch als Differenz der Formwiderstandsfaktoren beider
Ellipsoide.

Fiir sehr kleine Achsenverhiltnisse, a/b < 0,1, kann
das gestreckte Ellipsoid als drahtdhnlicher Zylinder
oder weiter als Band angenihert werden. Der Nenner
im Formfaktor 148t sich in einer Reihenentwicklung
auf die in Fall 2.2, Tab. 3, angegebenen Werte verein-
fachen. Die einem Drahtstiick vom Durchmesser 2r
gleichwertige Abmessung fiir ein Bandstiick der Breite
2a ergibt sich aus der Anordnung 5.1, Tab. 2, fiir eine
sehr groBe Hillellipse mit a ~ b. Der Vergleich der
zylindrischen Anordnungen 1 und 3.1, Tab. 2, liefert
ry = ¢/2 und angenéhert fiir Einzelk6rper groBer Linge
(I > 5a) erhilt man fiir die Umrechnung von Band-
breite in Drahtradius r = a/2. Dieser Wert eingesetzt in
Fall 2.2, Tab. 3, liefert Fall 2.3.

Der Formkoeffizient fiir ein gedriicktes Ellipsoid im
unendlich ausgedehnten Medium errechnet sich mit
Hilfe krummliniger Orthogonalkoordinaten [23] zu

J(1—b*/a?)
arctan g J1=b*a?)

F* =4na (52)

Der Formkoeffizient konfokaler gedriickter Ellipsoide
kann wie fiir gestreckte Ellipsoide (Fall 2.1, Tab. 3)
aus der Differenz der Formwiderstinde erhalten
werden zu

1 4ne

F¥=— = .
R*  arctanc/b, —arctan ¢/b,

(52a)

Fiir den Fall b — 0 schrumpft das gedriickte Ellipsoid
zu einer diinnen Kreisscheibe zusammen, und mit
a/b— oo erhdlt man aus Gl (52) fiir den Form-
koeffizienten der Scheibe gegen den unendlichen Raum,
Fall 3.1, Tab. 3,

F* = 4nr/(n/2) = 8r. (53)
Zur Bestimmung des Formkoeffizienten von kreisring-
férmig gebogenen Drihten geht man ebenfalls von den
zu einer Zylinderquelle aneinandergereihten Kugel-
quellen aus. Mit Hilfe des elliptischen Integrals 1.
Gattung und einer Naherung fiir groBe Kreisdurch-
messer gegeniiber kleinen Drahtdurchmessern, um den
Modul k auszudriicken, ergibt sich

F* = 4m2nr/(2In 8r/p). (54)
Betrachtet man den Kreisring als ein kreisformig
gebogenes Drahtstiick der Linge 2! = 2ar, so gibt der
Vergleich gegeniiber Fall 2.2, Tab. 3, einen etwas
kleineren Formfaktor wegen der fehlenden Wirmeab-
gabe an den beiden Drahtenden. Fiir flache Kreisringe
der Breite 2a 1dft sich mit p = a/2 aus Gl (54) der
entsprechende Formfaktor Fall 4.1, Tab. 3, ermitteln.
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7.2. Einzelkirper im halbunendlich ausgedehnten
Medium

Fiir alle in Tabelle 3 angefiihrten Einzelkérper, die
Wirme iiber den vollen Raumwinkel gegen eine im
Unendlichen liegende Hiillkugelschale abgeben, gilt
nach Symmetriebetrachtung, daB bei einer Halbierung
des Korpers durch eine senkrechte oder waagerechte
Ebene auch die Wirmeabgabe und damit der Form-
koeffizient und der Formfaktor halbiert wird. Der
Formwiderstand als Kehrwert des Formkoeffizienten,
wird verdoppelt.

Ff, = }F* bzw. R}, = 2R* (55)

Aus Tabelle 3 und Gl (55) 14Bt sich somit der
Formfaktor fiir Anordnungen bestimmen, wie sie in
Bild 4 gezeigt sind.

Es ist dabei zu beachten, daB die Halbierungsebene
eine Adiabate darstellen muf3 und die Wirmeabgabe
vom Halbkérper zu einer unendlich weit entfernten
Halbkugelschale hin erfolgt.

Adigbate Oberflache

52 S
w // =

\,"—\___,:\J
Halb- Halbe Draht-

Halb- Halbe Kreis- Halbe Kreis~
kugel ellipsoid sticke scheiben ringe
Bitp 4. Halbkdrper im halbunendlich ausgedehnten

Medium mit adiabater Oberfliche.

7.3. Zwei gleiche Korper im ausgedehnten Medium
(Tabelle 4)

Fiir zwei in groBem Abstand voneinander liegende
Kugelquellen entgegengesetzt gleicher Ergiebigkeit
kénnen Isothermen in Kugelform angenommen
werden. Die Temperatur an einer beliebigen Stelle des
Raumes ergibt sich aus

1 (4, s
t_4ni(r1+r2>

mit ¢,, ¢, als den Quellenergiebigkeiten und r,, r,
als den Abstinden von den Quellen zum Aufpunkt.

(56)

Isotherme

Warmestrom-
ltnie

BiLD 5. Anordnung zweier Kugeln im ausge-
dehnten Medium.
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Fiir die Anordnung nach Bild 5 gilt zur Bestimmung
der jeweiligen Oberfiichentemperatur von Kugel 1 und
2 mit

57

Der Formkoeffizient Fall 1, Tab. 4, folgt daraus zu
¢ o 4
Alty—t) S 221r-1/4)

Bei kleinen Quellenabstinden verformen sich die
Isothermen derart, daB eine Abflachung im Gebiet der
einander zugewandten Seiten erfolgt und eine
Zuspitzung im abgewandten Teil. Auf eine vorgeschrie-
bene Kugelform koénnen die Isothermen durch
Einfiihrung von Scheinquellen und -senken gebracht
werden.

Jede neu eingefiihrte Scheinquelle bewirkt aber nicht
nur die gewiinschte Anpassung an die Kugelform der
einen Isotherme, sondern fiihrt auch zu einer Stérung
auf der Gegenisotherme und muf durch eine neu
einzufiihrende Scheinsenke kompensiert werden. Das
fiihrt zu zwei “Puppe in der Puppe”-Systemen. Der
Formkoeffizient ergibt sich durch Uberlagerung der
Systeme in Form einer Reihe, Fall 1.1, Tab. 4,

F*_4r1r r\? r32r4
)
S

+3<Z>"']' (59)

Die gegenseitige Beeinflussung ist bei den zu Draht-
stiicken und Kreisscheiben entarteten elliptischen
Korpern noch am geringsten. Auch in diesen Fillen
(2;2.1;3;4; Tab. 4) wurden die Formfaktoren aus der
Uberlagerung der Teilwirmestrome bestimmt.

Fiir einander gegeniiberliegende kurze Bandstiicke
der Breite 2a 148t sich der Formfaktor aus Fall 2 bzw.
2.1, Tab. 4, ableiten, wenn r = a/2 (vgl. Kap. 7.1)
gesetzt wird. Betrachtet man die in Tabelle 4
aufgefiihrten Formwiderstandsfaktoren oder auch die
Formwiderstinde, so fillt auf, daB sie sich aus einem
Formwiderstand des Einzelkorpers im unendlich
ausgedehnten Medium (nach Tabelle 3) und einer
Abstandsfunktion A4* zusammensetzen. Diese Ab-
standsfunktion hingt sowohl von der Form des
Einzelkorpers als auch von der Art der gegenseitigen
Anordnung der beiden Korper ab. Der Formwider-
stand zweier gleicher Kugeln z. B. ergibt sich als
zweifache Differenz zwischen dem Einzelwiderstand
und der Abstandsfunktion—als Folge der vorzeichen-
verschiedenen Ergiebigkeiten von Quelle und Senke.

Rix = 2(RE—A4%); Fix=1/Rfx=1/2(R¢—A}). (60)

Als dimensionslose Abstandsfunktion sei das Produkt
rA* eingefiihrt. Fiir zwei gleich groBe Kugeln, Fall 1,
Tab. 4, liest man ab

(58)

{61)
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Tabelle 4. Zwei gleichartige Korper im unendlich ausgedehnten Medium

cometr Form R Formwiderstands- | Lite -
geometr. Fo Formfaktor Bemerkungen faktor ratur
1
< 0 I B § BT O
¥ G Rl ,4] A {151
t Kugeln in v LT Anbr R 3= LRk 1Ak
ts i 4 grofiem Abstand CT2(1-Ly fir4=2r . 9]
§$ l A Fehler 1% e
ol L
T
S
@/—V [ N DA A
AT 4 Kugeln in ’ mZ (1 A z) 081
# kieinem Abstand P e ks P 2r<A<br
‘o N2 RYLA RIS
i
12
(
é f Kugeln L [5]
. unferschiedlicher | Fry= L
o4 { 7 a1 2 | A=bn
@l Grofle ‘FVL‘ [‘ -t_(,2/4}2]-'2-
2
2 rahtsticke *_ 1 U {18}
%T paratiet 4=5, Rrm 2[in &
B 4 | {Fir poroiele Bond Fls &rz\{_ 4 1l
- * 7. - ———
f2 sticke  der Breile 2{!!3 275’ y: } ret tn \XF_‘FHI {221
20 ist zu setzen " PR
2r r=afy ) (R 2 (1R - 147)
2.1
Orahtstiicke ¥ bt et L [ u (18]
%:[ fluchtend [ 7 [(n 2 JA-1 (4-20) = &7 Vbnz tn r 1l
A i . r !
T oA {Fuc fluchtende Band- Al
'z ;tucke der Breite . X1 ret -l Ka -t (2
20 ist zu sefzen e
7 s o 1 ‘ 2[in & 8H)] (RLD A% )
e
R 2[11
) 2
Kreisscheiben FX n—““___ as5r T o
;1 . | paraliel 2[ % -arctan rid] - arcfan Vi\}
2
!
C+) Rls [ A
T £ bn 2 ¢ 19 [L phe
= - - '
Kreisringe B -2 T ; > 55 rRZ"'Ln: 2 [n In 5 [15)
{Drahte} = {22]
; Kk
" 2ot Al poraltel - KM] P m”""li‘}
Viarte 4 -4 rRy2 1 (g -]

In Tabelle 4 sind dimensionslose Abstandsfunktionen
auch fiir Zylinderstiicke /4%, Kreisscheiben r4¥ und
Kreisringe rA% aufgefiihrt. Bei groBer Entfernung der
Kérper wird die Abstandsfunktion vernachléssigbar
klein; der Widerstand der Wirmeleitung hingt dann
allein von jedem der beiden Korper ab und betrigt das
Doppelte des Wertes des jeweiligen Einzelkorpers. Der
Formfaktor ist in diesem Fall nur halb so gro8 als bei
Wirmeabgabe an die gesamte Hiillkugel.

74. Korper vor isothermer oder adiabater ebener Wand

Potentialfeldberechnungen fiir Korper vor einer
Wand lassen sich mit Hilfe der Methode der fiktiven
Quellen und Senken oder des Spiegelungsprinzips
durchfiihren. Bei ersterem Verfahren wird der Wirme-
quelle vor der Wand eine fiktive Senke gleicher

negativer Ergiebigkeit hinter der Wand gegeniiber-
gestellt. Es ergeben sich dabei Anordnungen und
Wirmestromverteilungen wie in  Kapitel 73
besprochen.

Die Wand als isotherme Ebene wird im Abstand
A/2 zwischen den Ko&rpern liegen. Fiir die Wirme-
leitung von einem Korper zur isothermen Wand
verkiirzen sich alle Stromlinien auf die Hélfte. Damit
halbiert sich auch der Formwiderstand; der Form-
koeffizient wie auch der Formfaktor verdoppeln sich.
Es gilt fiir Anordnungen nach Biid 6

1

F¥ohwand = 2FF =
RE— At

62)

1
Rigoth. Wand = Ifo = R;’f *A}‘é‘
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Isotherme £,

A2

O e

Kugel Drahtstick Kreisscheibe Kreisring

BiLD 6. Einzelkdrper im halbunendlich ausgedehn-
ten Medium vor isothermer Wand.

Der Index 2K bezeichnet speziell die Anordnung mit 2
gleichen Kugeln, der Index K die Anordnung der
Einzelkugel im unendlich ausgedehnten Medium.
Anstelle von K kann auch der Index Z fiir Zylinder,
S fiir Kreisscheibe oder R fiir Kreisring stehen.

Es ergeben sich fiir eine isotherme Kugel in einem
homogenen Medium im Abstand A4/2 vor einer
isothermen Wand der Formkoeffizient und Formfaktor
nach GL (62) zu

o A 4n
=A™ F =
Fiir A >» r erhélt man den Formfaktor der Einzelkugel
im ausgedehnten Medium F* = 4n.

Feldberechnungen um Korper vor adiabaten
Wiinden lassen sich nach dem Spiegelungsprinzip
durchfiihren. Dabei steht einer Wirmequelle jenseits
der Wand wieder eine gleich ergiebige, fiktive Quelle
gegeniiber, so daB in der Uberlagerung das Vorzeichen
des fiktiven Wirmestroms positiv bleibt.

Da bei adiabater Wand die Wérmeabgabe vom
Kérper an die unendliche Halbkugelschale erfolgt, 1406t
sich die Oberflichentemperatur des Korpers direkt als
Ubertemperatur auffassen.

Wegen der Gleichheit des Vorzeichens von realer
und fiktiver Quelle stellt sich im Fall der adiabaten
Wand der Formwiderstand dar als Summe des Wider-
standes des EinzelkSrpers und der Abstandsfunktion.
Nach dem Prinzip dieser Ableitung ist die Abstands-
funktion identisch mit der von Gl. (62).

Es gilt fiir Anordnungen nach Bild 7, wobei wieder
anstelle von K auch andere Indices stehen kénnen,

1
RE+A%
R¥iab.wana = RE+ AR

(63)

Flsiab. Wand =

(64)

Adlabafe

................................

4

Kugel

N =
Y
Drahtstick Kreisscheibe Kreisring

t—
BiLp 7. Einzelkdrper im halbunendlich ausgedehn-

ten Medium vor adiabater Wand.

Fir eine isotherme Kugel in einem homogenen
Medium im Abstand A/2 vor einer adiabaten Wand
ergibt sich nach Gl. (64) der Formkoeffizient und der
Formfaktor zu

4nr 4n

* — b *
1+r/A

T P (65)

Fiir A >» erhilt man wieder F* = 4.

8. UNTERSCHIEDE IM AUFBAU DES
FORMFAKTORS BEI ZYLINDER- UND
EINZELKORPERANORDNUNGEN

Zur Berechnung des Wirmestroms nach Gl (3) ist
fiir achssymmetrische Anordnungen vorausgesetzt,
daB die Lingenausdehnung in Achsrichtung sehr viel
groBer ist als in radialer Richtung (L > r).

Bei der Annahme eines unendlich groflen Hiill-
zylinders ergibt sich fiir die Anordnung koaxialer
Zylinderrohre ein Formkoeffizient (F* = 2nL/Inrp/ry),
dessen Nenner (In — o0) und Zihler (L — o) gegen
unendlich gehen.

Bei der Annahme einer unendlich groBen Hiillkugel-
schale dagegen entfillt fiir r, » oo die unendliche
Lingenausdehnung im Nenner des Formkoeffizienten
(F* = 4n/(1/r;—1/r,), der damit besonders einfach
wird.

Ein die Quellinie in gleichbleibendem, unendlichem
Abstand umhiillendes Nullpotential ist fiir eine lange
zylindrische Anordnung im Gegensatz zur Einzel-
koérperanordung nicht moglich. Die lange Zylinder-
quelle miiBte ihre Umhiillende entweder an zwei Stellen
durchstoBen oder ihr nahekommen.

Der einfache Aufbau der Formfaktoren aus Form-
widerstandsfaktor der Einzelanordnung und dimen-
sionsloser Abstandsfunktion ist somit nur fiir Anord-
nungen moglich, die aus Kugelquellen hergeleitet
sind, da nur dafiir eine Gegenisotherme in unendlichem
Abstand angenommen werden kann.

Eine Anordnung von Wirmequellen, die aus
Zylinderquellen hergeleitet sind, vor einer ebenen
Oberfliche des halbunendlichen Raumes ist nur fiir
eine isotherme Oberfliche sinnvoll; bei adiabater
Oberfliche wiirde die Gegenisotherme im Unendlichen
fehlen.

Die Kehrwertbildung bei Formfaktoren (Kap. 3) ist
nur dann moglich, wenn die Vertauschung von
Isothermen und Stromlinien eindeutig vorgenommen
werden kann. Das ist moglich bei ebenen, auf
zylindrische Quellen zuriickgehende Anordnungen,
nicht aber bei den von Kugelquellen herriihrenden
Konfigurationen.
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SHAPE FACTOR AND SHAPE RESISTANCE FOR STEADY MULTIDIMENSIONAL
HEAT CONDUCTION

Abstract—For a number of configurations, potential fields are calculated and discussed in literature.
These solutions are critically revised and common characteristics are worked out. The separation of
specific properties leads to the so-called shape factor depending solely on the geometric arrangement
and being valid for all problems based on scalar potential fields.

The heat flux in steady heat conduction is considered here. With the shape factor given this is easily
calculated even for complicated configurations. In literature, information on shape factors sometimes is
confusing and ambiguous, therefore strict subdivision was observed according to basic solutions as
found analytically for plane plates, coaxial tubes and spheres. The characteristics of these solutions are
always demonstrated in the respective shape factors.

For single body arrangements a simple method of shape factor calculation is described. This, together
with the possibility of interchanging isotherms and adiabates, or symmetric composition renders the

about 50 shape factors given here as a basis of many other configurations.

FACTEUR DE FORME ET RESISTANCE DE FORME EN CONDUCTION
THERMIQUE STATIONNAIRE MULTIDIMENSIONNELLE

Résumé—Les champs potentiels ont été calculés et discutés dans les publications scientifiques pour de
nombreuses configurations géométriques. Ces solutions sont revues d’'un point de vue critique et leurs
caractéristiques communes sont mises en évidence. La séparation des propriétés spécifiques conduit a
ce que I'on appelle facteur de forme, qui dépend uniquement de la configuration géométrique et qui est
valable pour tous les problémes relatifs aux champs potentiels scalaires.

On considére dans le présent article, le flux de chaleur en conduction thermique stationnaire. Ce dernier
peut-étre aisément calculé une fois le facteur de forme donné, méme dans des configurations compliquées.
Dans les publications, les informations sur les facteurs de forme sont parfois confuses et ambigiies, par
conséquent une stricte distinction a été observée suivant les solutions de base calculées analytiquement
pour les plaques planes, tubes et sphéres coaxiaux. Les caractéristiques de ces solutions sont toujours
décrites a l'aide de leurs facteurs de forme respectifs.

Pour les configurations comprenant un seul corps solide, une méthode simple de calcul du facteur
de forme est décrite. Ce résultat, joint 4 la possibilité d’interchanger les isothermes et les adiabatiques,
ou de réaliser des assemblages symétriques, constitue avec les quelques 50 facteurs de forme donnés dans

I'article, la base de beaucoup d’autres configurations.

®OPM-OPAKTOP M COMPOTHMBJIEHUE IJIsl CTALIMOHAPHOII MHOIOMEPHOH
TEILJIOITPOBOJHOCTH

Amm'rauml —B JIATEpaType pacCYHTHIBANOTCA H oﬁcyxczxarm‘cx TMOTEHUHANBHbIE NTOJIA O MHOTHX
KOHGUrypaai.

B HacToseH paboTe KPUTHYECKHM IIEPECMOTPEHBI ITH pellleHHs M Bbipaboranel oflune xapax-
TEepHCTHKH. Boiaenenne cnelMpHYECKHX CBOHCTB NPHBOLHT K TaX Ha3blBAEMOMY dopm-daxropy,
3aBHCALLIEMY HCK/ITIOYHTEIBLHO OT TE€OMCTPHH H IPDHEMJIEMOMY IJIs BCCX 3anadv, paCcCMarpHBaEMbixX
B PAMKAX CKaJIIpHBIX MOTEHUBAIbHEIX osied. B paboTe paccMaTpuBaeTcs TENIOBOM IOTOK B ClyYae
craunonapﬂoﬁ TCHIONPOBOOHOCTH. C NMOMOIUBK 3a1aHHOTO d)ODM-d)aKTOPa MOTOK JIETKO pACCYHTHI-
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BaeTCA Jaxe A CIOXKHLIX KoHdurypammit, Mudopmauus no GopM-(paxTopy B IHTEpAType 3a4aCTyIO
nyTaHHa M HEOJHO3HAYHA, MO3TOMY OBLIO NMPOBENEHO 4YETKOE e€ NOApA3NE/ICHHE B COOTBETCTBHH
¢ hyHOAMEHTAIbHBIMM PELICHHAMH, Ha NAEHHBIMH aHATNTHYECKH JUTH IVIOCKHX MJIACTHH, KOAKCHA b~
HBIX TPYO H cep.

XapaKTepHCTUKH 3THX DELICHHH BCETJa IPOABIAIOTCH B COOTBETCTBYIOLIMX hopmMax-pakTopax.
OnucsiBaeTcsi IpOCcTOM MeTon pacyera GopM-hakTopa AN €OUHMYHBIX TeJl. DTOT METOA BMeCTE
C yepeloBaHHEM H30TEPM H aauabar MJIM e CHMMETPHYHON KOMIO3HUMK OXBATHIBAET NPHMEPHO

50 dopm-bakTOpOB, ABIAIOUIMXCS OCHOBOMR IS PACCMOTPEHHMS MHOTHX IPYTHX KOHMHrypalui.
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