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Zusammenfassung-Potentialverteilungen sind fiir eine Reihe von Anordnungen berechnet und in der 
Literatur angegeben. Diese Losungen werden kritisch gesichtet und ihre Gemeinsamkeiten herausgear- 
beitet. Die Abtrennung von anwendungsspezifischen Stoffgrossen fiihrt aufden Formfaktor, der allein von 
der geometrischen Anordnung abhlngt und fur alle Vorgange Gtlltigkeit hat, denen skalare Potentialfelder 
zugrundeliegen. 

Die Berechnung des Warmestromes bei stationirer Warmeleitung stand hier im Vordergrund. Sie ist, 
bei Kenntnis des Formfaktors such fur komplizierte geometrische Anordnungen sehr einfach. Da Angaben 
tiber Formfaktoren in der Literatur gelegentlich verwirrend und mehrdeutig sind, ist hier auf eine 
konsequente Einteilung entsprechend den auf analytische Losungen zuriickgehenden Fallen der 
planparallelen Platte, der koaxialen Rohre und der Kugel geachtet. Die Charakteristika dieser Losungen 
sind in jedem angegebenen Formfaktor enthalten. 

Eine besonders einfache Miiglichkeit der Ermittlung von Formfaktoren fur Anordnungen von 
Einzelkiirpern wird gezeigt. Damit und mit der Moglichkeit der Vertauschung von Isothermen und 
Adiabaten. sowie der symmetrischen Erganzung konnen die hier angegebenen rund 50 Formfaktoren 

Grundlage einer Vielzahl von geometrischen Anordnungen sein 

a, b, 
A, 
A*, 

:, 
E, 
F, 
F*, 
FL*, 
H, 
k 
k’, 
K 
K’, 

BEZEICHNUNGEN 

Ellipsenhalbachsen; 
Isothermenabstand, Achsabstand; 
Abstandsfunktion; 

halber Ellipsenbrennpunktabstand; 
Dicke; 

vollsttindiges elliptisches Integral 2. Gattung; 
isotherme Fllche quer zum Warmestrom; 
Formkoeffizient; 
Formfaktor F* JL; 

Isothermenhohe; 

Modul des elliptischen Integrals; 

Komodul J( 1 - kz) ; 
vollstandiges elliptisches Integral 1. Gattung; 
vollstandiges elliptisches Integral 1. Gattung 
fur den Komodul k’; 

Lange ; 
Potential; 
Radius; 
Formwiderstand; 

Formwiderstandsfaktor l/F,*; 
Temperatur; 
Koordinaten; 

L, 
P, 

r, R, 

R*, 
LR*, 

t, 

u, 0, 
x, y, z, Koordinaten; 
sn, cn, dn, sinus, cosinus, delta amplitudinis [9]; 

zn, Jakobische Zetafunktion [9]; 

9, dimensionslose ubertemperatur 

(t--t,1&1-rtzl; 
&J(u, T), Thetafunktionen [9, lo]; 

4 Warmeleitfsihigkeit ; 
4, WBrmestrom. 

Indices 

0, Hilfswert ; 
62, isotherme Berandungen; 

K, Einzelkugel im unendlich ausgedehnten 

Medium; 

2K, zwei gleiche Kugeln im unendlich 
ausgedehnten Medium; 

L, bezogen auf Lange; 

r, bezogen auf Radius. 

1. EINLEITUNG 

EINE Reihe physikalischer Vorg&nge lassen sich mit 
der Vorstellung skalarer Potentialfelder verbinden. 
Vorg%nge dieser Art sind die der Elektrostatik, der 
Elektrodynamik, der Magnetostatik, der reibungsfreien 
Fliissigkeitsstromung und der Wirmeleitung in festen 

Ktirpern. Ihren Feldern gemeinsam ist ein skalarer 

Wert p, der einer Laplaceschen Differentialgleichung 
gentigt, wie das elektrostatische, elektrische, magneto- 
statische Potential, das Geschwindigkeitspotential oder 
die Temperatur. 

a2p azp azp 
~+2+azz=o. ay 

Eine grol3e Zahl von Liisungen fur verschiedene 
geometrische Gebilde findet sich verstreut in der 
Literatur, besonders jener der Mathematik und 
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Elektrotechnik. Diese Liisungen sind stets mit 
~wend~gss~~~schen Stoffgr~~n verbunden, so 
daf3 ihr allgemeing~ltiger, nur noch formabh~giger 
Charakter nicht unmittelbar hervortritt. Eine relativ 
geringe Zahl sogenannter Formfaktoren oder Leit- 
widerstlnde, meist aus elektrotechnischen Unter- 
suchungen stammend, ist in einigen Werken der 
Wgrme- und Stoffiibertragung [l-4] angegeben. Es 
wird hier versucht, bekannte Msungen kritisch zu 
sichten und so zu ordnen, da13 Gemeinsamkeiten 
erkennbar und ihre Anwendung erleichtert werden. Die 
Miiglichkeit, in ebenen Feldern Stromlinien und 
Aquipotentiallinien zu vertauschen, ohne die Giiltigkeit 
von GI. (1) aufzugeben, oder die Addition von 
Teilstr~men bei symmet~schen Gebilden, erlauben die 
Erweiterung der hier zusammengestellten LGsungen 
auf eine Vielzahl von Problemen. Fiir die folgenden 
Betrachtungen standen die Vorgiinge der station&en 
WBrmeleitung im Vordergrund, weshalb die Nomen- 
klatur dieses Gebietes verwendet wird. Die in den 
Tabellen zusammengestellten Ergebnisse sind aber fi.ir 
alle oben angefiihrten physikalischen VorgHnge giiltig. 

2. FORMKOEFFIZIENT UND FORMFAKTOR, 
FORMWIDERSTAND UND 

FORMWIDERSTANDSFAKTOR 

Nach der Gleichung von Fourier gilt fiir den 
station&en W~rmestrom d#, der durch ein isothermes 
FlHcheneIement dF tritt, 

d$ = --l;dF 

Dabei kennzeichnet at/an den Temperaturgradienten in 
Normalenrichtung und /2. die W&meleitf;ihigkeit des 
betrachteten homogenen isotropen Materials. Fiir 
einen KGrper bekannter Form, durch den von einer 
isothermen Berandung mit der Temperatur t1 zu einer 
anderen isothermen Berandung mit der Temperatur 
tz ein W~rm~trom hindurchtritt, 1iiBt sich eine 
d~ensionslose ~~rtemperatur 9 = it- tz)/(tl -t2) 
einfiihren, und es gilt 

d, = -A(tl -tz) (%/l?n)dF. (31 

In Gleichung (3) sind drei Koeffizienten erkennbar: die 
Wiirmeleitftiigkeit I, die vorgegebene Temperatur- 
differenz (tl - t2) und das Integral 

s (Z?/c?n)dF = F*, 
F 

(4) 

das allein von der Form des Karpers abhtigt und die 
Dimension einer L%nge aufweist. Das Integral sei 
deshalb Fo~koeffizient F* genannt. Man kann sich 
diesen Formkoeffizienten als den Quotienten aus einer 
mittleren wlrmedurchstriimten Flgche und der 
mittleren L%nge der WIrmestromriihren vorstelien, 
was fiir erste Abschltzungen niitzlich sein kann. Htingt 
das Temperaturfeld in einem Kijrper nur von zwei 
Dimensionen ab, wie bei langen rdhrenfarmigen oder 
prismatischen KGrpern, so kann man den Form- 
koeffizienten auf die LHnge L des Rohres oder des 

Prismas beziehen und erhglt den Formfaktor als reine 
Zahl 

FIT = F*/L. (5) 

Ein Formfaktor fiir Probleme der stationtiren WIrme- 
leitung wurde vermutlich erstmalig von Langmuir und 
Mitarbeitern [SJ eingefiihrt. Der Vorteil besteht darin, 
da13 alle Schwierigkeiten, die bei der Berechnung von 
WBrmestrGmen in geometrisch komplizierten Gebilden 
auftreten, allein in die Bestimmung dieses Faktors 
gelegt werden kiinnen. 

Die Potentialverteilung und damit der Formfaktor 
kiinnen analytisch, numerisch oder experimentell 
bestimmt werden. Der fiir eine bestimmte geometrische 
Anordnung einmal ermittelte Fo~faktor ist fiir belie- 
bige Temperaturdifferenzen und Mate~alien giiltig. 

H&fig ist es zweckmgaig, mit dem Kehrwert des 

Formkoeffizienten zu rechnen, den wir den Form- 
widerstand 

R* = 1/F* (6) 

nennen wollen. Als dimensionsloser Formwiderstands- 
faktor ergibt sich 

LR* = L/F* = l/F,* (Tab. 2, Tab. 3) 

bzw. rR* = r/F” = l/F: (Tab. 3, Tab. 4) (7) 

Der W~~estrom # zwischen zwei Isothermen mit den 
Temperaturen t1 und t, in einem Medium der 
W~~eleitf~i~eit ;( ist danach 

# = F*A(t, -t2) (8) 

oder bei Verwendung des auf die L&nge L bezogenen 
Formfaktors FL* = F*/L 

$ = LFt/l(t, -t2). (W 

3. VERTAUSCHUNG DER RANDBEDINGUNGEN 
UND ZUSAMMENGESETZTE TEILSYSTEME 

In ebenen Potentialfeldern sind Strom- und 
PotentialIinien vertauschbar, so da8 adiabate Beran- 
dungen in isotherme und umgekehrt ~bergef~hrt 
werden kbnnen. 

Der Formfaktor FL+ der vertauschten Anordnung 
bzw. der Formwiderstandsfaktor LR+ nimmt die 
Gr6Re des Kehrwerts der Originalanordnung an: 

FLt_ = l/F2 = LR* bzw. LR+ = l/LR* = Ft. (9) 

Der Formfaktor der Anordnung nach der Vertauschung 
bzw. der zugehb;rige Formwiderstandsfaktor haben 
den Wert des Formwiderstandsfaktors bzw. des Form- 
faktors vor der Vertauschung der Randbedingungen. 
Das I$& sich anschaulich fiir die planparallele Platte 
des Falles 1, Tabelle 1, zeigen, wo sich durch 
Vertauschung der Randbedingungen der Formfaktor 
Fl = A/N = l/F,* ergibt. 

Die Formfaktoren von Teilsystemen, die durch die 
beiden gleichen Isothermen begrenzt sind und die sich 
ltigs Wiirmestromlinien zusammensetzen lassen 
(Reihen- oder Parallelschaltung), addieren sich zum 
Gesamtformfaktor des zusammengesetzten Systems 
nach der Betiehung 

(F&es = (FL*h+ (FL*),,+ (&%I + . . . v (10) 
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Bei Teilsystemen, die von den gleichen W~rm~trom- 
linien begrenzt sind und die sich 1Pngs Isothermen 
zusammensetzen lassen (Serien-oder Hintereinander- 
schaltung), addieren sich die einzelnen Formwider- 
standsfaktoren zum Gesamtformwiderstandsfaktor 
nach der Beziehung 

4. TEMPERATURABHaNGlGE WKRMELEITFiiHlGKEIT 

Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf 
Systeme mit temperaturunabhtigiger W%rmeleitf5hig- 
keit A. Durch eine von Kirchhoff [6] angegebene 
Transformation lassen sich Liisungen von Gl. (1) fiir 
konstantes 3, such fiir den Fall 1 = n(t), also fiir 
temperaturabhlngige WSirmeleitf%higkeit nutzbar 
machen. 

Durch die Beziehung 

I(t)dt = L,dh (12) 

wird eine (noch zu berechnende) konstante WLrmeleit- 
tihigkeit 1, eingefiihrt, sowie eine zunlchst unbekannte 
Hilfsfunktion h von der Dimension Temperatur. Durch 
Integration von Gl. (12) erhalt man fi.ir & die Beziehung 

1 
.& = ~ 

J 

fl 

hz-h1 t, 
n(t)dt . (13) 

Verfi.igt man iiber die Hilfsfunktion h derart, dalj sie an 
zwei Stellen mit der wahren Temperatur t iiberein- 
stimmen so& wofiir man zweckm~~ig die Temperatur 
der beiden das System begrenzenden Isothermen t1 
und t2 wlhlt, (die zugleich die hijchste und die 
niedrigste Temperatur des Systems bedeuten), so ergibt 
sich fiir ;lk der integrale Mittelwert von A(t), r&mlich 

t2 m 1 
Ak = ~ 

s rz-t1 I, 
d(t) dt . (14) 

Unter Verwendung dieses Wertes von & bleiben alle 
Konsequenzen aus der Lapla~-Gleichung (11, also 
such das Konzept des Formfaktors FL* und des 
Formwiderstandsfaktors LR* bei temperatur- 
abhHngiger W~rmeleit~hi~eit n(t) streng gtiltig. 

Bei Stoffen mit stark temperaturabhingiger 
Wlrmeleitftihigkeit A(t), die zugleich in weiten 
Tem~raturber~chen angewendet werden, (z. B. 
Kernbrennstoffen), kann es zweckmPl3ig sein, statt l(t) 
die integrale WBrmeleitf;ihigkeit 

f2 
A12 = 

s 
J(t)dt (15) 

fl 

zu tabellieren (SI-Einheit von A ist W/m). 
Der WPrmestrom # fiir eine bestimmte Anordnung 

mit dem Formkoeffitient F* wird dann einfach 

cp = A,zF*. (16) 

HBngt die Wlrmeleitfiihigkeit 1 (in hinreichender 
Nlherung) linear von der Temperatur ab, etwa nach 
der Beziehung 

J(t) = lo(l +/?t) (17) 

so wird 

A, = &[1+P(t1+t,)/2]. (18) 

Das bedeutet, da@ man in diesem Fall mit der 
WSirmeleitfSihigkeit bei der arithmetischen Mittel- 
temperatur (tl + t2)/2 rechnen kann. 

5. EINTEILUNC DER FORMFAKTOREN 

Im Folgenden werden Formfaktoren betrachtet, die 
sich aus einer beliebigen Anordnung von zwei 
Isothermen unterschiedlicher Temperatur ergeben. Bei 
drei Isothermenstiicken sollen sich stets zwei auf 
gleicher Temperatur befinden. 

Ausgehend von den drei einfachen, allgemein 
bekannten Formfaktoren 

(a) dem der ebenen Platte FL+ = H/A 

(b) dem der koaxialen Kreisrohre FL* = 2n/ln (r2/rl) 
(c) dem der konzentrischen Kugelschalen 

werden drei Familien von Fo~aktoren unter- 
schieden : 

(aa) Platten und Bgnder 
(bb) Rohre und Drghte 
(cc) EinzelkGrper. 

Durch Aneinanderreihen von zylindrischen Quellen 
ergeben sich wgrmeabgebende Platten und BHnder. 
Den FSillen “Rohre und Drghte” liegen einzelne 
~lindrische W~rmequellen zugrunde; diese Anord- 
nungen sind durch die Konstante 2a gekennzeichnet. 
Die FSille der Einzelkarper gehen auf kugelfijrmige 
W~rmequellen zuriick, mit 4n als kennzeichnender 
Zahl. 

Eine eindeutige Zuordnung ist nicht miiglich fiir 
Kombinationen aus den oben angefiihrten Familien, 
wie zylindrischen Rohren in Quadern, die im Quer- 
schnitt das Bild eines Kreises in einem Rechteck liefern, 
oder fiir kurze Rohrstiicke, die zwischen dem zwei- 
dimensionalen Fall des unendlich langen Rohres und 
dem dreidimensionalen Fall der Kugel liegen. Fiir 
solche Anordnungen wird die Zuordnung nach 
Charakteristiken des Formfaktors getroffen, wobei die 
Zahl2n die Herleitung aus zylindrischen Quellen und 
4n aus Kugelquellen anzeigen ~011. Urn diesen 
Ursprung such noch im resultierenden Formfaktor 
erkennen zu lassen, wurden die Zahlen 2n und 4n im 
Quotienten nicht gekiirzt. 

6. ZYLINDERQLJELLEN 

6.1. Platen und B&&r (Tabelle 1) 
In der langen planparallelen Platte ist das 

Temperaturfeld nur von einer Koordinate abh&ngig, 
und der Formfaktor 11l3t sich unmittelbar aus Gl. (4) 
errechnen : 

FL* = F*/L = H/A (1% 

Dabei ist L die sehr groBe Plattenl&nge, H die 
IsothermenhGhe und A der Isothermenabstand. Diese 
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Tabelle 1 Piatten und Bonder 

lsolhermenhohe H 

Isothermenobstand A 

k Modul des ellhptlschen 

=n lokobische Zeto~ 

L 

lortgesetrl S. 755 

Bezeichnungen wurden-wo immer moglich-in Die Transformationsgleichung 
Tabelle 1 beibehalten. Die dort dargestellten 
isothermen Bander haben gegenuber anderen Ab- 

messungen vernachlhsigbare Dicke, aber stets sehr 
grol3e Lange L senkrecht zur Darstellungsebene. Diese 
Bandanordnungen lassen sich durch konforme 
Abbildung mit Hilfe der Transformation nach Schwarz- 
Christoffel auf planparallele Plattenanordnungen wie 

im Fall 1, Tabelle I, zuruckftihren. Aus dieser trans- 
formierten Anordnung ist ihr Formfaktor unmittelbar 
nach Gl. (19) abzulesen. 

z = c “I J[(w-wI)(w-w;(w-w~)(w-w3] (20) J- 
bildet die obere w-Halbebene (Bild lb) in ein Rechteck 
der z-Ebene (Bild lc) ab. Mit der Zuordnung der 
Punkte wi + -l/k, w2 - - 1, w3 + 1, w4 --t l/k 
erhalt man aus Gl. (20) 

Fur zwei an einer wlrmedichten Wand nebenein- 
ander liegende, lange Bander (Fall 2.1, Tabelle 1) sei 
das Vorgehen an Hand von Bild 1 gezeigt: Die 
Originalanordnung nach Bild 1 (a) wird in die Grund- 
anordnung nach Bild 1 (b) iibergeftihrt. 

(21) 

das elliptische Integral 1. Gattung mit dem Modul k, 
der mit den geometrischen GrBl3en aus Bild l(a) 
gegeben ist durch 

k = A/(A+2H) (22) 
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Fortsetzung Tabelle 1 

155 

t 

(b) (cl 

BILD 1. Transformation einer 3andanordnung in eine 
Plattenanordnung. 

Die Punkte w1 bis w4 werden in die Eckpunkte z1 
bis z.+ des Rechteckes abgebildet. 

Die Integration von Gl. (21) von U, = 0 bis u2 = 1 
(entsprechend der Strecke 0 bis w3) liefert das 
“vollstHndige elliptische Integral 1. Gattung”, das als 
K(k) = Ir; in Bild 2 oder in ausf~hrlichen Tabellen 
[7, S] angegeben ist. Der Wert von K entspricht der 
Streckenltige 0 bis z3 des Rechteckes. 

Integriert man Gl. (21) von u1 = 1 bis u2 = l/k 
(Strecke w3 bis w.,), so erhiilt man das vollstPndige 
elliptische Integral 1. Gattung fiir den Komodul k’, das 
als K(k’) = K’(K) = K’ ebenfalls in Bild 2 wieder- 
gegeben ist. Damit ergibt sich die Rechtecklkge z3z4 
gleich dem Wert von K’. Zwischen dem Modul k und 
dem Komodul k’ besteht der Zusammenhang 

k2+k” = 1. (23) 

Aus dem Rechteck z1 z2 zj zq von Bild l(c) mit dem 
Isothe~enabst~d A = zzz3 = 2K und der Iso- 
thermenhiihe H = zlzz = z3z4 = K’ liest man nach 



7.56 E. HAHNE und U. GRIGULL 

Gl. (19)den Formfaktor fur zwei an einer wlrmedichten 
Wand nebeneinanderliegende Bander ab zu 

Fr = K’/2K. (24) 

Der Formfaktor fur zwei im unendlich ausgedehnten 
Medium nebenein~derliegende Bander (Fall 2, Tab. 1) 
la& sich sofort als das Doppelte des Wertes von Gl. (24) 
angeben, denn die Bander geben dabei nach beiden 
Seiten W&me ab. 

Die in Fall 2.2, Tab. 1 dargestellte Bandanordnung 
senkrecht unter einer isothermen Erdoberflache kann 
aus Fall 2 hergeleitet werden: Zwischen den Bandem 
im Abstand A/2 muB eine waagerechte Isotherme 
verlaufen. Wird sie als isotherme Erdoberllache 
betrachtet, so halbieren sich die LHngen samtlicher 
Warmestromlinien geniiber dem Fall 2, wodurch der 
Formfaktor den doppelten Wert annimmt. 

Die in Bild l(b) getroffene Isothermenzuordnung 
kann so variiert werden, dal3 sich eine Isotherme von 
w2 bis w3 erstreckt, wahrend die zwei anderen 
Isothermen gleicher Temperatur von MQ bis MI,, bzw. 
wr bis -w, (in unendliche Entfernung) verlaufen. Im 
Rechteck Bild l(c) werden dann die Strecken z, z2 und 
zjzq adiabate Grenzen darstellen. Damit ergibt sich die 
in Kapitel 3 besprochene Vertauschung von Iso- 
thermen und Adiabaten. Der Formfaktor im Fall 2.3, 
Tab. 1, nimmt den Reziprokwert des Faktors im Fall 
2.1 an. Soweit die Formfaktoren nicht durch tiber- 
legungen der vorgenannten Art gewonnen wurden, sind 
in den Tabellen Literaturhinweise angegeben. 

6.1.1. ~est~~~u)lg des ~0~~~s k (IUS el~iptisc~e~~ 
Funktionen. Fiir einige Anordnungen der Tabelle 1 
la& sich der Modul k nicht unmittelbar aus 
Griiljenverhaltnissen bestimmen. Im Folgenden ist das 
Vorgehen fur solche Falle skizziert. Aus Gl. (21) ergibt 
sich mit us = sin $ die Legendresche Normalform des 
elliptischen Integrals 1. Gattung in der in Tabellen 
iiblichen Schreibweise 

wobei die obere Grenze, der Winkel 9, als Amplitude 
von t’ bezeichnet wird. 

Der Sinusdieser Amplitudewird “Sinus amplitudinis” 
genannt und mit sn abgekiirzt. 

sin v, = sn(P. k) (26) 

Es gelten die Beziehungen 

snZ(P, k)+cn2@, k) = 1 

(cn = Cosinus amplitudinis) (27) 

k2 sn’(p, k)+dn*(p, k) = 1 

(dn = Delta amphtudinis) (28) 

Als Beispiel sei der Weg zur Bestimmung des Moduls 

k = k,/dn ; i<b, kb 
1 I 

der berippten Plattenanordnung, Fall 10, Tab. 1. Ftir extreme Verhaltnisse von Isothermenhiihe und 
skizziert. Der Index o kennzeichnet jeweils Hilfswerte -abstand sind Naherungsbeziehungen fur den Form- 
fiir die Rechnung. faktor in Tabelle 1 angegeben. 

I JO.4 

IK’) 

P-7 ( k’2)-i tK) 
I 

0 0-l 0.2 0.3 0,4 0,5 

BILD 2. VoilsCindige elliptische Integrale 1. Gattung K und 
K’ abhtingig vom Modul k und k’. (Eingeklammerte 

Bezeichnungen fiir H/A > I, rechts abzulesen.) [9] 

Fiir gegebenes H/A = E$/K;, sind aus Bild 2 die 
Werte des vollst~ndigen elliptischen Integrals 1. 
Gattung Kc, und k;; sowie die Moduln ko und kb 
abzulesen. 

(Fiir H/A > 1 treffen die jeweils rechts angegebenen 
eingeklammerten Bezeichnungen zu). 

Mit (d/A)& = $(k, cp) erhalt man nach GI. (25) die 
Amplitude q aus Tabellenwerken [7-lo], wobei 
kb = sin cp gesetzt ist. 

Mit Gl. (26) und (28) folgt schliel3lich fur Gl. (29) 

k= 
ko 

J( 1 -kg sin* cp) ’ 
(294 

Dieser Modul k dient zur Bestimmung der voll- 
stand&en Integrale 1. Gattung I(: bzw. K’ (nach Biid 2). 
womit sich schlieblich der Wert des in Fall 10, Tab. 1, 
angegebenen Formfaktors 

ermitteln la&. 
Fur das schlecht ablesbare Gebiet des steilen 

Anstiegs der K/K’-Kurve gelten folgende Nlherungs- 
gleichungen [7] 

K=qjl+~)K’aln~+~~-lj~. (30) 

In Fall 4, Tab. 1. ergibt sich [Q] zur Bestimmung 
des Moduls die transzendente Gleichung 

A n rl ..- = ___ _ =: 
H ZKzn(u, k) 2KE(k,$)-2Ep(k,3/) 

mitli/ = arcsin~~~(l --~)I (311 

wobei E das vollstandige elliptische Integral 2. Gattung 
darstellt und zn die Jakobische Zetafunktion [9]. 
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Tabelle 2. Zylind. Anordnungen, Rohre und Dr%hte 

geometr Form 

I 

f2 rl 

@ 

ft 
‘2 

aisle 

Formfaktor 

F;“= & 
In (5 h) 

Bemerkungen F”~~$o~tands - L i te - ratur 

WI 

aus GL(t) L@=$z& (n[‘2/r,) [‘*I 
i 

exzentrische 
Rohre 

zwei Rohre 
i~+=&mxh~“/~~] I’51 

von g~elchem 2n 
<’ Zarcosh(~/2~) 

1 091 

Rodgus =EK’ 

fl -2 (In~$#j*-l)j} 

32 

4!D 
1111 

f2 2 
I B zwei Driihte F,: 2n 

f&r &--IO 
U21 

f, 
+ 

‘ Z,lfl~~/~) Abwelchung c 1% ‘@= & 2’n’a’r) 

y---r- 
1111 

A/2 

~ 

Rohr Im 
Erdboden 

6% 2x 
Lfl= j-[orcosh&2r] 1I4I 

arcosh j4/2r) L * z--R 1191 

?I - 2 ,FUll ill 
[ZOI 

4 
2r 

n Drdhte ouf 
$$lnRh-+lnWq] 1121 

einem Tellkrels filr T-T, 
konzentrisch zum n-1 

=Lf&,,,,-Pi 

~dltrohr 
i@ l P ~~ln(~~) 

fortgesetzt s. 758 

6.2. Zylindrische Anordnungen (Tabelle 2) 

Wie fiir die ebene planparallele Platte 1%3t sich such 
fiir die koaxiate Anordnung kreiszylindrischer Rohre 
der Formfaktor direkt aus Gt. (4) errechnen. 

Neben der in Abschnitt 6.1 angegebenen Miiglichkeit 
der analytischen Bestimmung des Formfaktors mit 
Hilfederkonformen Abbildung sollen hier zwei weitere 
Verfahren skizziert werden. 

Da die Kaplan-~leichung im Potentialterm linear 
ist, kann man die Potentialverteilung durch ober- 
lagerung der Einzelpotentiale erhalten. Fur zwei nach 
Bild 3 im Abstand A voneinander entfernte Rohre 

BILD 3. Anordnungzweier Kreisrohre mit 
isothermen MantelRtichen. 

unterschiedlicher Temperatur gilt : 
Aus dem Zusammenwirken der Zylinderquelle Q 

S mit den Ergiebigkeiten 

und der dem Betrag nach gleich groi3en Zylindersenke rho = -4s = 4/L = #L 

HMT VoI.18,No.6-D 
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Fortsetzung Tabelle 2 

Voroussetzung / 
konfokaie 
Elllosenrohre 

Bond m 
konfokalem 
Elhpsenrohr 

Draht auOerm&g 
tn ebenem 
Ptattenstuck 

A=0 

MD 

Draht in 
unendtlchel 
Platte 

Orahl In ebenem 
Ptattenstuck 

Loch In ebenem 
Plattenstuck 

r<<D,H 1 LR’P--- 
1’ 

Drahte unterschled 
hcher Temperatur 
In unendltcher 
Platte 

fortgesetzt s. 759 

Der auf die Llngeneinheit bezogene Formfaktor folgt 
unmittelbar aus Gl. (34) 

$J$+ 2n 
(35) 

1 arcosh(m,/r,)+arcosh(mz/r~j 

Als Spezialfall dieses Formfaktors 1gDt sich mit 
rI = r2 = r der Fall 3.1, Tab. 2, herleiten. Mit der 
Annahme A/r >> 1 erhllt man die NPherung Fall 3.2. 

Der Formfaktor eines im Erdreich verlegten Rohres, 
Fall 3.3, Tab. 2, ergibt sich aus dem Fall 3.1 mit der 
tiberlegung, dai3 bei halbierter Stromlinienllnge der 
Formfaktor doppeite Grade erreichen mu5, da die 
iibertragene Wlrmemenge verdoppelt wird. 

Die besprochenen FPlle lassen sich such mit Hilfe 
der konformen Abbildung I&en [14]; der Fall 3.3 such 
nach dem Prinzip der fiktiven Quellen und Senken. 

ergeben sich an den Stellen PI und Pz die Temperaturen 
tl und tz zu 

4~~ 1nRx21/R~l 
tl=T’ 271 

bzw. t2 = _ & In Rx22iRx12 (32) 
i 271 

Die in der Regel gegebenen geomet~schen GriiBen- 
Rohrhalbmesser r,, r2 und Achsenabstand A-lassen 
sich in den Mittelpunktabstiinden m zusammenfassen: 

mI = A{1 +(rl~A)2-(r2/A)2]/2 

m2 = A[1 -(ri/.4)2 +(rJA)‘]/2 
(33) 

Unter Ber~cksichtigung des Zusammenh~ges zwi- 
schen logarithmischer Funktion und Areafunktion 
ergibt sich fiir die Rohroberfllchentemperaturen 

(PC arcoshm,/r, 
tj = - 

fbL arcosh mz,/rz 

a 
------;~z = --. 27c 13 2n . (34) 
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Fortsetzung Tabelle 2 

Oraht auller- 5: 2Tl r-z D 
lm sn l21c11/2~71 

[91 
mlttig m In 
Rechteckpnsma 

cn lz~_?~~~ldn IZKZ~~ZDI 
+ 21: x1 l iy, 

k (Ius ti=c 

+In Zo 
K’ H 

.In =I 
K.r 

Kr 

c 1 c (HID1 
HID C [91 I [I1 
I.00 

2Tl 
1.25 9bs7z @61, D7 

F‘< - $50 8 

In($)-c 

i- 

2pO d$$~ I211 
51 

ii0016 

Loo 
do003 

co 
$0-5 

I 4 0.1 0 
C1:C1lnl 
n Anmhl der Ecken 

[9l.W 

Draht Irn 
,:A 

[EM17 
Mittelpunkt eines 
gleichseitlgen ‘ In!Nd-n rh rJ,lR 

turn=3 
I211 

Polygons 
r<R 

turn=- 

Konzentrische 
Ouadrate 

FL: 
2rr 

Cl,93 In (HID1 - 40502 
HID> 1,4 I171 

2n 
F” 0,785 In (H/D) 

HID -= 1) 

Eine Aufteilung des Innenrohres, Fall 4, Tab. 2, in 
EinzelrGhrchen fiihrt zu einer VergrGl3erung des Form- 

faktors gegeniiber dem mit koaxialem Innenrohr. 
Als zweites analytisches Verfahren sol1 die Ermitt- 

lung des Formfaktors von Rohren elliptischen Quer- 
schnittes anhand der Darstellungsmiiglichkeit durch 
komplexe Potentiale beschrieben werden: In analy- 
tischen, komplexen Funktionen erfiillt sowohl der 

Realteil als such der Imaginzrteil die Laplace- 
Gleichung und stellt damit eine LCisung der Potential- 
gleichung dar. Die den Real- und Imaginlrteil 
reprlsentierenden Kurven sind orthogonal und ktinnen 
als Stromlinien und Isothermen aufgefal3t werden. 

Von der komplexen Funktion mit der HilfsgrGBe s 

z=csiniW=x+jy 
s (36) 

ausgehend, erhPlt man mit w = u +iu bei Beriick- 
sichtigung des Zusammenhanges von trigonometri- 

schen und Hyperbelfunktionen 

x2 JJ2 =1 
c2 cosh2 u/s+ c2 sinh’ u/s 

(37) 

Gl. (37) liefert fiir u = const. Ellipsen mit den 

Halbachsen 

a=ccoshu/s; b=csinhu/s (38) 

und dem halben Brennpunktabstand 

c = ,/(a’-b’). (39) 

Mit der Temperaturzuordnung u = t erhglt man die 
Temperaturen t1 der Ellipse 1 mit den Halbachsen a,, 
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b, und rr der konfokalen (c = con&.) Ellipse 2 aus 
Gl. (38) 

ti = s arsinh i,a9’ b:) ; [Z = s a&h JtaF_ b:j. (40) 

Damit und aus der Uberlegung, da13 fiir a = b der Fall 
konzentrischer Kreisrohre auftritt, wofiir 4‘ = 27ch, 
ergibt sich der Formfaktor Fall 5, Tab. 2, zu 

+L 1 2n 

-~=F”*=i~~;ib,)/(a,+b,)]’ 1, (f,-a 
(41) 

Fur bl = 0 ergibt sich unmittelbar der Spezialfall 5.1, 
Tab. 2, eines Bandes der Breite 2c = 2a, in einer 
konfokalen Ellipse. 

Eine besondere Famihe von Anordnungen steilen 
isotherme Zylinder bzw. Driihte zwischen isothermen 
oder adiabaten Platten dar. Auf Grund von Symmetrie- 
betrachtungen konnen sie als Grundbestandteil 
beliebig vieler nebeneinander angeordneter Zylinder 
bzw. Drahte angesehen werden. (Fall 6, Tab. 2). 

Da der Halbmesser der Zylinder gegeniiber anderen 
geometrischen GrGBen stets klein sein solI, ist die 
Vorstellung von Drahten als anschaulich gewahlt. 
Solche Anordnungen werden von sogenannten mero- 
morphen periodischen Funktionen von der Art 

-, 
w = -CInsin24- 

2H 
(42) 

wiedergegeben. Sie sind in periodischen Intervallen, 
die jeweils mit den Drahtmittelpunkten zusammen- 
fallen, nicht analytisch. In unmittelbarer Nahe des 
Drahtes geben die Funktionen den Feldlinienverlauf 
wie urn Zylinderquellen wieder; in groI3er Entfernung 
vom Draht wird der Verlauf wie bei einem ebenen 
Parallelfeld dargestellt. Damit wird die Isotherme der 
Drahtobertlache, z. B. Fall 6.2, Tab. 2, von der Art der 
Zylinderisothermen tZ N In it/l1 sein, (Ii, Iz bedeuten 
zwei charakteristische Langen), wahrend die Iso- 
thermen der Plattenoberflache mit rp _ f-J& durch 
das einfache Verhaltnis charakteristischer Langen 
wiedergegeben werden. Somit erhalt man Form- 
faktoren von der Art 

Fz = 2rt/(rcD/2H + In 2Hj2xr) (43) 

welche getrennt eine Platten- und Zylindercharak- 
teristik erkennen lassen. Im Formwiderstand ist dies 
durch Aufteilung in einen Plattenformwiderstand P* 
und einen Zylinderformwiderstand Z* verdeutlicht, 
Fall 6.2; 6.3; 7; 7.1; 8, Tab. 2. Den Fallen 6 bis 10, 
Tab. 2, liegen Funktionen wie Cl. (42) zugrunde. Die 
unterschiedliche Darstellung des Formfaktors ergibt 
sich als Folge unterschiedlicher L~sungsmethoden, 
entweder durch Rationalmachen der jeweiiigen Potenz- 
funktion [ 151 oder mit Hilfe von Thet~unktionen [9]. 
Werte ftir die Thetafunktionen kiinnen Tabellen [7] 
entnommen oder aus den Definitionsbeziehungen 
[9, lo] errechnet werden: 

9&,7)= l-i-2 f (-1)“u”2cos(27mu) 
tl=l 

9, (u, 7) = 2 f ( - l)“q(“+ i’*j2 sin(2n + l)nu 

Dabei ist q = e’“‘. Der Vergleich mit Fall 6, Tab. 2, 
zeigt: z ist als rein imaginlr vorgegeben, so da13 der 
Parameter q reell, positiv und stets kleiner als eins wird. 

Es ist fur die Gleichungen (44) zu beachten, daR fiir 
&Ju,r) und &(u,T) die untere Grenze II = 1 ist. 
AuBerdem gilt folgender Zusammenhang fur den Fall, 
Variable u = 0 mit vorgegebenem 7 

G;(o)= &(o,T)= n~~(0,T)~~~f0,5)~~(0,7) (45) 

Dabei bedeutet ~~(0) den Wert Ableitung der Theta- 
funktion nach u an der Stelle u = 0. 

Die Formfaktoren der Anordnungen Fall 10.1 und 
il, Tab. 2, fur einen beheizten Draht in einem 
Rechteckprisma bzw. in einem n-seitigen Polygon 
lassen sich [ 161 aus der Funktion 

w = 2 Inz + f .4j,(r&;)i"&jnS 

i=o 
(46) 

erhalten, mit n als der Zahl der Polygonseiten und 8 
als dem Unlaufwinkel. 

Entlang der auReren Berandung folgt das Tempera- 
turfeld praktisch ausschlie~lich dem Reihenterm; in 
unmittelbarer Umgebung des Drahtes folgt es dem 
logarithmischen Term der Cl. (46). Zur Berechnung 
des Formfaktors geniigt die Ber~cksichtigung des 
ersten Koefhzienten A, der Reihe. 

Der auf unterschiedliche Weise ermittelte Form- 
faktor des Falles 1.0.1, Tab. 2, fur HjD = 1 unter- 
scheidet sich in den verschiedenen Literaturquellen nur 
in der Schreibweise. Es besteht Ubereinstimmung mit 
dem ftir Fall 11. Tab. 2, fur n = 4 angegebenen Wert. 
Fur den Extremwert H/D + co stimmen die Form- 
faktoren Fall 10.1 und 6.1, Tab. 2, ebenfalls i.iberein. 
Die Formfaktoren fur Rohranordnungen in Form 
konzentrischer Quadrate, Fall 12, Tab. 2, wurden 
expe~mentell an elektrisch leitendem Papier ermittelt 
[ 171. 

7. KUGELQUELLEN 

7.1. Einzelkiirper im unendiich uusgedehnten Medium 
(Tabelle 3) 

Der einfache, durch Gl. (4) streng l&bare Fall trifft 
hier fur Kugelschalen zu. Der von einer Kugelquelle 
ausgehende Warmestrom pflanzt sich radial nach allen 
Richtungen fort. Die Isothermen stellen konzentrische 
Kugelschalen dar. und der Formkoeffizient wird 

F* = 4x/(1/r, -l/r,). (47) 

Eine KugelschaIe mit unendlich grol3em Radius kann 
ebenfalls als WHrmesenke angesehen werden. Damit 
ergibt sich fiir eine Einzelkugel im unendhch aus- 
gedehnten Medium der Formkoeffizient 

F* = 4nr. (48) 

Bezieht man den Formkoeffizient F* auf den Radius 
der Warmequelle r. so ergibt sich der Formfaktor fiir 
die Einzelkugel 

F,* =4~. (48a) 
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Tabelle 3. Einzelne KGrper im unendlich ausgedehnten Medium 

Ite - 
atur 

xmwiderstands - 
faktor Formfaktor Bemerkungen geometr Form 

r*= lrcr Iformkoeffizient) 

-,T= LiT 

bezogen auf den 
Kugelradlus Emzelkugel 

konzentrwhe 
Kugeln 

bezogen auf den 
groberen Kugel- 
radius 

bezogen auf die 
gmne Halbachse 

be;?;; auf den 

Brennpunktabstanl 

gestrecktes 
Elllpsold 

c2 \16: 
:db: 

bezogen auf den 
gemelnsamen, 
btb,” 

en mmktabstond 

I IO.1 

bezogen auf die 
halbe Omhtldrge 

?t?+i l G [ortanh c/b, 

-artanh C/b; 

konfokale gestreckte 
ELllpsolde 

Orahtstuck 

Bondstuck 
der Brelte 2a 

P-L?.!.!_ 
‘- Ln + 

aus 22 md r=0/2 

Krels- 
scheibe Zyllnderstumpf 

fortgesetzt s. 762 

seiner isothermen Oberllliche aus 

1 r#J ds 
t=GG zc2c r s -- 

In Tabelle 3 ist der Formfaktor jeweils auf die groljte 
Korperabmessung bezogen, aul3er im Fall konfokaler 
Ellipsen, wo der gemeinsame halbe Brennpunktabstand 
c als charakteristisch angesehen wurde. Die Bezugs- 
groi3e ist wieder als Index angegeben. Zur Unter- 
scheidung der Formwiderstandsfaktoren von Einzel- 
kugel, -zylinder (Drahtstiick), -scheibe und Einzel- 
kreisring sind noch die Indices K, Z, S und R eingefiihrt. 
Im Folgenden sind Formkoeffizienten angegeben, um 
zu zeigen, daB die BezugsgriiBen in Tabellen 3 und 4 
austauschbar sind. 

Reiht man eine Anzahl von Kugelquellen nebenein- 
ander, so ergibt sich eine kurze Zylinderquelle mit 
umgebenden Isothermen in Form von Ellipsoiden. Fur 
ein gestrecktes Ellipsoid erhllt man die Temperatur 

(49) 

wobei 2c die Lange der Zylinderquelle (gleich Brenn- 
punktabstand) darstellt, ds ein Element der Zylinder- 
quelle und r den Abstand von diesem Element zur 
OberlIHche des Ellipsoids wiedergibt. 

Fur konstante Wlrmestromdichte und mit den 
Ellipsoidabmessungen b fur die grol3e Halbachse und a 
fur die kleine und mit c = ,/@‘-a’) ergibt sich die 
OberlXichentemperatur zu 

t=4 1 lnb+J(b*-a*l 
14n2c b-,/(b*-a’)’ (50) 
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Fortsetzung Tabelle 3 

Daraus erhllt man den FormkoetTizientendes Ellipsoids 
gegen die unendlich weit entfemte isotherme Um- 
hiillung zu 

4 - = F* =: 4nb 
J( 1 - a2/b2) 

At artanh J( 1 - d/b’) ’ 
(51) 

Fur konfokale gestreckte Ellipsoide lassen sich die 
jeweiligen Obe~~~hentem~raturen nach Gl. (50) 
bestimmen, und aus der Temperaturdifferenz wird der 
Formfaktor, Fall 2.1, Tab. 3, erhalten. Er ergibt sich 
such als Differenz der Formwiderstandsfaktoren beider 
Ellipsoide. 

Fiir sehr kleine Achsenverhaltnisse, a/b < 0, 1, kann 
das gestreckte ElIipsoid aIs dr~t~hnlicher Zylinder 
oder weiter als Band angenahert werden. Der Nenner 
im Formfaktor 1BBt sich in einer Reihenentwicklung 
auf die in Fall 2.2, Tab. 3, angegebenen Werte verein- 
fachen. Die einem Drahtstiick vom Durchmesser 2r 
gleichwertige Abmessung fur ein Bandstuck der Breite 
2a ergibt sich aus der Anordnung 5.1, Tab. 2, fur eine 
sehr grot3e H~llellipse mit a = b. Der Vergleich der 
zylindrischen Anordnungen 1 und 5.1, Tab. 2, liefert 
rl = c/2 und angen&hert fiir Einzelkorper grol?er Lange 
(1> 5~) erhiilt man fur die Umrechnung von Band- 
breite in Drahtradius r = a/2. Dieser Wert eingesetzt in 
Fall 2.2, Tab. 3, liefert Fall 2.3. 

Der Formk~~ient fiir ein gedrticktes Ellipsoid im 
unendlich ausgedehnten Medium errechnet sich mit 
Hilfe krummliniger Orthogonalkoordinaten [23] zu 

F* = 4na 
J( 1 - b2/a2) 

arctan x J( 1 - b2/a2) 

(52) 

Der Formkoeffizient konfokaler gedriickter Ellipsoide 
kann wie fur gestreckte Ellipsoide (Fall 2.1, Tab. 3) 
aus der Differenz der Formwiderst&ide erhalten 
werden zu 

p=l= 4nc 

R* arctan c/b, -_anc/b,’ 
(52a) 

Fiir den Fall b -+ 0 schrumpft das gedriickte Ellipsoid 
zu einer diinnen Kreisscheibe zusammen, und mit 
a/b -+ co erhglt man aus Gl. (52) fur den Form- 
koeffizienten der Scheibe gegen den unendlichen Raum, 
Fall 3.1, Tab. 3, 

F* = 4~r/(~~2) = Xr . 

Zur Bestimmung des Formkoeffizienten von kreisring- 
formig gebogenen Drahten geht man ebenfalls von den 
zu einer Zylinderquelle aneinandergereihten Kugel- 
quellen aus. Mit Hilfe des elliptischen Integrals 1. 
Gattung und einer Nlherung fiir grol;(e Kreisdurch- 
messer gegeniiber kleinen Drahtdurchmessern, urn den 
Modul k auszudriicken, ergibt sich 

F* = 4n2nrl(2 In 8r/p). (54) 

Betrachtet man den Kreisring als ein kreisf~rmig 
gebogenes Drahtstiick der LInge 2E = 27cr, so gibt der 
Vergleich gegeniiber Fall 2.2, Tab. 3, einen etwas 
kleineren Formfaktor wegen der fehlenden Warmeab- 
gabe an den beiden Drahtenden. Fur flache Kreisringe 
der Breite 2a la& sich mit p = u/2 aus Gl. (54) der 
entsprechende Formfaktor Fall 4.1, Tab. 3, ermitteln. 
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7.2. Einzelkiirper im halbunendlich ausgedehnten 
Medium 

Fiir alle in Tabelle 3 angefiihrten EinzelkGrper, die 
WBrme fiber den vollen Raumwinkel gegen eine im 
Unendlichen liegende Hiillkugelschale abgeben, gilt 
nach Symmetriebetrachtung, dal3 bei einer Halbierung 
des K(irpers durch eine senkrechte oder waagerechte 
Ebene such die Wlrmeabgabe und damit der Form- 
koeffizient und der Formfaktor halbiert wird. Der 
Formwiderstand als Kehrwert des Formkoeffizienten, 
wird verdoppelt. 

F& = fF* bzw. qt*a, = 2R* (55) 

Aus Tabelle 3 und Gl. (55) 1113t sich somit der 
Formfaktor fi.ir Anordnungen bestimmen, wie sie in 
Bild 4 gezeigt sind. 

Es ist dabei zu beachten, da13 die Halbierungsebene 
eine Adiabate darstellen mu13 und die WLrmeabgabe 
vom HalbkGrper zu einer unendlich weit entfemten 
Halbkugelschale hin erfolgt. 

Holb- Halb- Halbe Droht- Holbe Krws- Hal be Kre~s- 
kugel elllpsold stiicke schel ben r,nge 

BLLD 4. HalbkBrper im halbunendlich ausgedehnten 
Medium mit adiabater Oberfllche. 

7.3. Zwei gleiche Kiirper im ausgedehnten Medium 
(Tabelle 4) 

Fiir zwei in grol3em Abstand voneinander liegende 
Kugelquellen entgegengesetzt gleicher Ergiebigkeit 
kiinnen Isothermen in Kugelform angenommen 
werden. Die Temperatur an einer beliebigen Stelle des 
Raumes ergibt sich aus 

t=’ PL+!!2 
( > 47cl r1 rz 

(56) 

mit 41, & als den Quellenergiebigkeiten und rlr r2 
als den Abstlnden von den Quellen zum Aufpunkt. 

lsotherme 

Fiir die Anordnung nach Bild 5 gilt zur Bestimmung 
der jeweiligen Obertllchentemperatur von Kugel 1 und 
2 mit 

&= -42 = 4 

rl = r; rz =* t 2’ ‘_’ 
1 

( > L4n r A 
(57) 

rl zA;r2=r ti=z& 

Der Formkoeffizient Fall 1, Tab. 4, folgt daraus zu 

4 471 
p= 
WI - tz) F* = 2(1/r-l/A)’ 

(58) 

Bei kleinen Quellenabst%nden verformen sich die 
Isothermen derart, da13 eine Abflachung im Gebiet der 
einander zugewandten Seiten erfolgt und eine 
Zuspitzung im abgewandten Teil. Auf eine vorgeschrie- 
bene Kugelform ktinnen die Isothermen durch 
Einfiihrung von Scheinquellen und -senken gebracht 
werden. 

Jede neu eingefiihrte Scheinquelle bewirkt aber nicht 
nur die gewiinschte Anpassung an die Kugelform der 
einen Isotherme, sondem fiihrt such zu einer Stiirung 
auf der Gegenisotherme und mu0 durch eine neu 
einzufiihrende Scheinsenke kompensiert werden. Das 
fiihrt zu zwei “Puppe in der Puppe”-Systemen. Der 
Formkoeffizient ergibt sich durch tiberlagerung der 
Systeme in Form einer Reihe, Fall 1.1, Tab. 4, 

r ’ 
+3 2 . . . . (59) 0 1 

Die gegenseitige Beeinflussung ist bei den zu Draht- 
stiicken und Kreisscheiben entarteten elliptischen 
Kiirpem noch am geringsten. Auch in diesen Fiillen 
(2; 2.1; 3; 4; Tab. 4) wurden die Formfaktoren aus der 
tiberlagerung der TeilwPrmestrGme bestimmt. 

Fiir einander gegeniiberliegende kurze Bandstiicke 
der Breite 2a 1&13t sich der Formfaktor aus Fall 2 bzw. 
2.1, Tab. 4, ableiten, wenn r = ~$2 (vgl. Kap. 7.1) 
gesetzt wird. Betrachtet man die in Tabelle 4 
aufgefiihrten Formwiderstandsfaktoren oder such die 
Formwiderstgnde, so fgllt auf, daS sie sich aus einem 
Formwiderstand des Einzelkbrpers im unendlich 
ausgedehnten Medium (nach Tabelle 3) und einer 
Abstandsfunktion A* zusammensetzen. Diese Ab- 
standsfunktion hHngt sowohl von der Form des 
Einzelkiirpers als such von der Art der gegenseitigen 
Anordnung der beiden K&per ab. Der Formwider- 
stand zweier gleicher Kugeln z. B. ergibt sich als 
zweifache Differenz zwischen dem Einzelwiderstand 
und der Abstandsfunktion-als Folge der vorzeichen- 
verschiedenen Ergiebigkeiten von Quelle und Senke. 

R& = 2(R,*-Ad); F& = l/R:, = l/2(%-A$). (60) 

Als dimensionslose Abstandsfunktion sei das Produkt 
rA* eingefiihrt. Fiir zwei gleich grolje Kugeln, Fall 1, 
Tab. 4, liest man ab 

BILD 5. Anordnung zweier Kugeln im ausge- 
dehnten Medium. 

rAK2.L 
47~ A’ (61) 
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Tabeile 4. Zwei gleichartige K&per im unendlich ausgedehnten Medium 

l- 7 

geometr Form Formfaktor ite - 
‘atur 

051 

1191 

[I91 

1151 

(151 
1191 

I221 

RI 

I191 

1221 

I221 

I151 

I221 

Kugeln rn 
groOem Abstand 

Kugetn m 
klemem Abstond 

Kugeln 
unte~chiedllcher 
Griine 

Drohtstiicke 
pamllet 

(Fur pomiiele Band - 
stucke der Breite 
2a 1st zu setzen 

r=ai2 1 

Drahtstucke 
fiuchtend 

$*I l,rr 
2 [+ -orctan r/A] 

Krewchelben 
parallel 

Krelsrmge 
Itlrohte) 

pamilel -- 

- &qKik! 

In Tabelle 4 sind dimensionslose Abstandsfunktionen 
such fi,ir Zylinderstiicke IA*,, Kreisscheiben rA3 uld 
Kreisringe rA2 aufgefiihrt. Bei groEer ~ntfe~ung der 
K&per wird die Abstandsfunktion vemachl~sigb~ 
klein; der Widerstand der WIrmeleitung htigt dann 
allein von jedem der beiden K6rper ab und betrggt das 
Doppelte des Wertes des jeweiligen Einzelkiirpers. Der 
Formfaktor ist in diesem Fall nur halb so grol3 als bei 
WIrmeabgabe an die gesamte Hiillkugel. 

7.4. K&per DON isothermer oder ~~abate~ ebener Wand 
Potentialfeldberechnungen fiir KSrper vor einer 

Wand lassen sich mit Hilfe der Methode der fiktiven 
Quellen und Senken oder des Spiegelungsprinzips 
durchfiihren. Bei ersterem Verfahren wird der W&me- 
quelle vor der Wand eine fiktive Senke gleicher 

negativer Ergiebigkeit hinter der Wand gegeniiber- 
gestellt. Es ergeben sich dabei Anordnungen und 
W~rmestromve~eilungen wie in Kapitel 7.3 
besprochen. 

Die Wand als isotherme Ebene wird im Abstand 
A/2 zwischen den Karpern liegen. Fiir die Wlrme- 
leitung von einem K&per zur isothermen Wand 
verkiirzen sich alle Stromlinien auf die Hlilfte. Damit 
halbiert sich such der Formwiderstand; der Form- 
k~~zient wie such der Formfaktor verdoppeln sich. 
Es gilt fiir Anordnungen nach Bild 6 

1 
F&h. Wand = 2F& = --~ 

R,*--A; 

Rtoth. Wand = fR& = RK* -Ak. 
(621 
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lsotherme t2 

Kuqel Drohtstuck Kreisschelbe Kremnq 

BILD 6. Einzelkorper im halbunendlich ausgedehn- 
ten Medium vor isothermer Wand. 

Der Index 2K bezeichnet speziell die Anordnung mit 2 
gleichen Kugeln, der Index K die Anordnung der 
Einzelkugel im unendlich ausgedehnten Medium. 
Anstelle von K kann such der Index 2 fiir Zylinder, 
S fur Kreisscheibe oder R fur Kreisring stehen. 

Es ergeben sich fur eine isotherme Kugel in einem 
homogenen Medium im Abstand A/2 vor einer 
isothermen Wand der Formkoeffizient und Formfaktor 
nach Gl. (62) zu 

4nr 4rt 
F* = -bzw.F:=-. 

l-r/A l-r/A 
(63) 

Fur A >> r erhalt man den Formfaktor der Einzelkugel 
im ausgedehnten Medium Fz = 471. 

Feldberechnungen urn K&per vor adiabaten 
Wanden lassen sich nach dem Spiegelungsprinzip 
durchfiihren. Dabei steht einer Warmequelle jenseits 
der Wand wieder eine gleich ergiebige, fiktive Quelle 
gegeniiber, so dal3 in der Uberlagerung das Vorzeichen 
des fiktiven Wlrmestroms positiv bleibt. 

Da bei adiabater Wand die Wtirmeabgabe vom 
K&per an die unendliche Halbkugelschale erfolgt, 11Bt 
sich die Oberllachentemperatur des Kiirpers direkt als 
fjbertemperatur auffassen. 

Wegen der Gleichheit des Vorzeichens von realer 
und fiktiver Quelle stellt sich im Fall der adiabaten 
Wand der Formwiderstand dar als Summe des Wider- 
standes des Einzelkijrpers und der Abstandsfunktion. 
Nach dem Prinzip dieser Ableitung ist die Abstands- 
funktion identisch mit der von Gl. (62). 

Es gilt fur Anordnungen nach Bild 7, wobei wieder 
anstelle von K such andere Indices stehen kiinnen, 

1 
Fa*diab. Wand = ___. 

R$+A; (64) 

%*diab. Wand = @ + 4 

Adlabate 

A/2 

Kuqel Drahtstiick Kreisschefbe Krelsnnq 

fz--oO 

BILD 7. Einzelkorper im halbunendlich ausgedehn- 
ten Medium vor adiabater Wand. 

Fur eine isotherme Kugel in einem homogenen 
Medium im Abstand A/2 vor einer adiabaten Wand 
ergibt sich nach Gl. (64) der Formkoeffizient und der 
Formfaktor zu 

F* = 
47tr 4n 

---bzw.F,?‘=- 
l+r/A l+r/A 

(65) 

Fur A >> erhllt man wieder F: = 47~. 

8. UNTERSCHIEDE IM AUFBAU DES 

FORilFAKTORS BE1 ZYLINDER- UND 
EINZELKtthRPERANORDNUNGEN 

Zur Berechnung des Warmestroms nach Gl. (3) ist 
fiir achssymmetrische Anordnungen vorausgesetzt, 
daR die Langenausdehnung in Achsrichtung sehr vie1 
grol3er ist als in radialer Richtung (L >> r). 

Bei der Annahme eines unendlich groBen Hull- 
zylinders ergibt sich fur die Anordnung koaxialer 
Zylinderrohre ein Formkoeffizient (F* = 2rrL/ln r2/rl), 
dessen Nenner (In + co) und Zahler (L + 00) gegen 
unendlich gehen. 

Bei der Annahme einer unendlich grol3en Hiillkugel- 
schale dagegen entfallt fur rZ --t CC die unendliche 
Langenausdehnung im Nenner des Formkoeffizienten 
(F* = 4rr/(l/r, - l/r& der damit besonders einfach 

wird. 
Ein die Quellinie in gleichbleibendem, unendhchem 

Abstand umhiillendes Nullpotential ist fiir eine lange 

zylindrische Anordnung im Gegensatz zur Einzel- 
korperanordung nicht moglich. Die lange Zylinder- 
quelle miiRte ihre Umhiillende entweder an zwei Stellen 
durchstol3en oder ihr nahekommen. 

Der einfache Aufbau der Formfaktoren aus Form- 
widerstandsfaktor der Einzelanordnung und dimen- 
sionsloser Abstandsfunktion ist somit nur fur Anord- 
nungen miiglich, die aus Kugelquellen hergeleitet 
sind, da nur daftir eine Gegenisotherme in unendlichem 
Abstand angenommen werden kann. 

Eine Anordnung von Wlrmequellen, die aus 
Zylinderquellen hergeleitet sind, vor einer ebenen 
Oberlllche des halbunendlichen Raumes ist nur fiir 
eine isotherme Oberflache sinnvoll; bei adiabater 
Oberflache wiirde die Gegenisotherme im Unendlichen 
fehlen. 

Die Kehrwertbildung bei Formfaktoren (Kap. 3) ist 
nur dann miiglich, wenn die Vertauschung von 
Isothermen und Stromlinien eindeutig vorgenommen 
werden kann. Das ist miiglich bei ebenen, auf 
zylindrische Quellen zuriickgehende Anordnungen, 
nicht aber bei den von Kugelquellen herriihrenden 
Konfigurationen. 
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SHAPE FACTOR AND SHAPE RESISTANCE FOR STEADY MULTIDIMENSIONAL 
HEAT CONDUCTION 

Abstract-For a number of configurations, potential fields are calculated and discussed in literature. 
These solutions are critically revised and common characteristics are worked out. The separation of 
specific properties leads to the so-called shape factor depending solely on the geometric arrangement 
and being valid for all problems based on scalar potential fields. 

The heat flux in steady heat conduction is considered here. With the shape factor given this is easily 
calculated even for complicated configurations. In literature, information on shape factors sometimes is 
confusing and ambiguous, therefore strict subdivision was observed according to basic solutions as 
found analytically for plane plates, coaxial tubes and spheres. The characteristics of these solutions are 
always demonstrated in the respective shape factors. 

For single body arrangements a simple method of shape factor calculation is described. This, together 
with the possibility of interchanging isotherms and adiabates, or symmetric composition renders the 

about 50 shape factors given here as a basis of many other configurations. 

FACTEUR DE FORME ET RESISTANCE DE FORME EN CONDUCTION 
THERMIQUE STATIONNAIRE MULTIDIMENSIONNELLE 

RCumi-Les champs potentiels ont ttt calcults et discutis dans les publications scientifiques pour de 
nombreuses configurations gtometriques. Ces solutions sont revues dun point de vue critique et leurs 
caracttristiques communes sont mises en evidence. La separation des proprittts sptcifiques conduit a 
ce que I’on appelle facteur de forme, qui depend uniquement de la configuration gtometrique et qui est 
valable pour tous les problemes relatifs aux champs potentiels scalaires. 

On considire dans le present article, le flux de chaleur en conduction thermique stationnaire. Ce dernier 
peut-&tre aisiment calcule une fois le facteur de forme donni, mime dans des configurations compliquees. 
Dans les publications, les informations sur les facteurs de forme sont parfois confuses et ambigiies, par 

consequent une stricte distinction a tte observee suivant les solutions de base calculees analytiquement 
pour les plaques planes, tubes et spheres coaxiaux. Les caracttristiques de ces solutions sont toujours 
d&rites a l’aide de leurs facteurs de forme respectifs. 

Pour les configurations comprenant un seul corps solide, une methode simple de calcul du facteur 
de forme est d&rite. Ce rtsultat, joint a la possibilitt d’interchanger les isothermes et les adiabatiques, 
ou de realiser des assemblages symttriques, constitue avec les quelques 50 facteurs de forme don& dans 

l’article, la base de beaucoup d’autres configurations. 

@OPM-@AKTOP H COIIPOTHBJIEHHE &JDI CTAHIIOHAPHOfi MHOI-OMEPHOfi 
TEI-IJ-IOIIPOBO~HOCTll 

AIlllOTaItIIII - B JIEITepaType paCC’IEITbIBamTCX II o6cyxcnaroTcn nOTeHUHanbHble IIOnS AJIK MHOTWX 

KOH&IrYPaUHti. 

B HacT0KmeI-I pa60Te K~KTH%cKII IIepeCMOTfJeHbI 3TIi PemeHHI H BbIpa6OTaHbI o6mue XapaK- 

Te&,IICTKKK. BbmeneHHe CneWi&IWCKIIX CBOkTB IIpHBonWT K TaK Ha3blBaeMOMy I$OPM-+aKTOPJ’, 

3anIIC,ImeM,’ HCKJII‘YIHTeJIbHO OT IeOMeTpIIII II IIpHeMneMOMy .WIR BCeX 3aaaY, PaCCMaTpIiBaeMbIX 

B paMKaX CKaJIRpHbIX ITOTeHIJHanbHbIX IIOJIefi. B pa6oTe PaCCMaTpIiBaeTCK TeonOBOk nOTOK B CIIyVae 

CTa~AOHapHOk TeWIOnnOBOnHOCTII. c ITOMOmbIO 3aAaHHOrO diOnM-IjIaKTOpa IIOTOK JIerKO PaCCYHTbI- 
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Ba&TCR Game &IX CJIO)KHbIX KOH@irypaUHk kiH@OPMBUWII i10 @PM-@aKTOpy B JIHTepaTyW 3PIaCTyto 

IIyTaHHa B %OAHO3HWiHa, IIO3TOMy 6bmo IIpOBeAeHO %TKOe e& nOApa3Aen‘ZHHe B COOTBCTCTBKW 

C +yHAaMeHTUIbHbIMH pIZZIIf2HWIMH, HU”tAeHHbIMW aHaJIliTWIeCKH AJISI IIJIOCKHX IUIt-iCTHH, KOaKCWWIb- 

HbIX Tpy6 W U&p. 

XapaKTepHCTHKK 3THX PfSIeHHil BCeI-Aa llpO5IBJIRlOTC5l B COOTBeTCTBYIOILWiX +OpMaX-t$aKTOpaX. 

OIIHCbIBaeTCri IIpOCTOti MOTOA paCW.Ta $OpM-@KTOpa AJISi eAWHRYHbIX TWI. 3TOT MeTOA BMeCTe 

C ‘EpeAOBaHLieM HJOT’SPM H aAHa6aT IiJM XX CHMMCTjWi’iHOti KOMIIOJWUBII OXBaTbIBaeT IIpRMCpHO 

50 $OpM-,$aKTOpOB, SIBJISItoLIJkiXCn OCHOBOfi AJIll PaCCMOTPeHAR MHOrIiX Apyl-HX KOH@iTYPaU&ifi. 


